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NOTIONS PRÉLIMINAIRES 
SUR LES GRANDEURS GÉOMÉTRIQUES. 



1. Grandeurs géométriques : Vecteurs et segments. 
— Une grandeur géo- 

métrique ou vecteur est ^^^' ^' 

une portion de droite 
A,B, (Jig. i) ayant une 
origine A| et une extré- 
mité B,. Un vecteur est 
défini par les éléments 
suivants : i" son ori- 
gine ou point d^appli- 
1 cation A< ; 2° sa direc- 
•j tiorif qui est celle de la 
*5;j droite indéfinie A|B|; 
'v W^ son sens, qui est celui 
^S A\x mouvementd'.unmo- 

*bile allant de l'origine A< vers l'extrémité B<, et que l'on 
^ indique par une flèche placée à l'extrémité; 4° sa gran- 
^J^eur P< , qui est la longueur AiB^ . 

AC. 1 
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Analj'tu|iieincnt, ondéfinil un v<Tlcur[)ar les coordoniK'cs 
(^n ^o -Si)el (x\,y\^ z\) (I(î l'ori^iiH* cl de IVYlréinilé pui* 
rapport à trois axes coordonnés, on encon» par les coordon- 
nées (x^,y^^ 3,) de rorif^ine et les projeelions (X,, V,, Z, . 
du vecleur A< B| sur les trois axes, ces projeelions ajant de> 
signes, suivant les conventions ordinaires de la Géoniétri<' 
analjticpie. 

D'après ces conventions, si Ton appelle «i et 6, les |)ro jet- 
lions des poinls A| et H| sur Taxe Ox, \, csl la valeur alg«'- 
\)r[(\ui) du segment a^b^, (*'esl-à-dire la ]()n<;ueur t/| &i pré- 
(•édé(; du signe -h ou du signt* - suivant cpTun mobile, allant 
de«i en 6|, marche dans hi sens positif ou le sens néf^alif de 
l'axe. 

On a alors, dans tous les cas de figure. 



\ 



l-a•^ -.r,, 



Yi -y, --^'i, 



z, 



^1 



-1 



Nous désignerons habituellement un vecleur par une seule 
lettre P, , nîprésentant sa longueur ou grandeur, el |)laeée à 
Textrémité. 

Pour montrer (|ue les formules donnant Xi, ^ ,, /i st)nr 
générales, nous ra|)peHerons quelques pro|)iiét<*s élémen- 
taires des segments ipii nous serviront égalemenl à démon- 
trer plus loin le ihéorènu; des projections. 

2. Théorème des segments. — Quand des v<;(ieurs son! 
j)ortés par une même droite indéfinie, comme le sonl par 
exemple les projections de divers vecteurs sur l'axe 0.r, on 
Icîur donne plus paiiiculièn^ment le nom de segments; a et h 
étant deux j)oints sur un axe orienlé, d'après les con\entioiis 
précédenles, si le segment ab est positif, le segment ba esl 
négatif. 

Nous avons donc 

ab — — ba 
et, par suile, 

ab -r-ba — o. 



m 



«4 






b h 



GRANDEURS GEOMETRIQUES. 3 

D'une façon générale : Lorsqu^ on place sur une droite x' x ^ 
n points a^ b, c, . . ., A, A', /, la somme des n segments con^ 
sécutifs ab^ bc, . . ., AA*, Al, la, déterminés sur cette droite 
par les points considérés, est toujours nulle, quel que soit 
l'ordre dans lequel ces points sont placés. 

Pour le démontrer, nous emploierons un point auxiliaire 
placé sur la droite xf x à gauche de tous 
les points a, 6, c, <f, ..., A', / ijig' '>-)- ^^^' ^* 

Considérons d'abord, sur la droite "5 "^ g~ 

ac' ûc^ les trois points o, a, 6; deux cas 

peuvent se présenter suivant que le ° ^ «- 

point b est à droite ou à gauche de a. 

Supposons, en premier lieu, que le point b soit à droite 
de a. Nous aurons 

( i) oa -\- ab ^= oh. 

Si nous supposons maintenant le point b à gauche de <r, 
nous aurons 

ob -h ùa = oa, 

d'où 

o(i — ha =^ oh 

OU 

oa -I- ab — ob, 

La relation ( i ) existe donc dans les deux cas. Nous pourrons 
donc écrire la suite d'égalités 

oa -\- ab — ob, 
ob -\- bc — oc, 

oc -4- cd =^ od^ 



ok -\- kl -■ olj 
ol -^ la = oa, 



Si nous les ajoutons membre à membre, nous aurons, en 
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faisan l disparaître les lerines ('oiniiiiiiis aux deux membres 



(•2) 



ab -T- hc -^.- vd -^ . . . ■■- kl -r- ht — <>, 



relation qui démontre la propriété énoncée. 

Analjtiquemenl, prenons une origine O sur la droite x' œ 
([ui porte les segments, et soient or et x' les abscisses des extré- 
mités a et b d'un segment ab\ on a 

<tb - x' — x\ 

en effet, d'après la définition même des coordonnées, les seg- 
ments O a et 06 sont égaux k x ai x' ] dés lors, en appliquant 
la relation générale ci-dessus aux trois points O, a, b, on a 



c'est-à-dire 



aè — 06— Oa, 



ab — y — X. 



La projection d'un vecteur A, B| sur un axe O^r est donc 
bien donnée, dans tous les cas, par la formule 

En partant de cette expression analytique d'un segment, on 
vérifie immédiatement que la relation (?.) est une identité. 



Fig. 3. 



3. Quelques définitions. — Deux vecteurs sont iden- 
tiques quand ils ont même origine, même 
direction, même sens et même longueur, 
c'est-à-dire quand ils §e confondent. 

Deux vecteurs sont égaux quand ils ont 
même direction {fig* 3), même sens et 
même longueur, mais sans avoir nécessaire- 
ment même point d'application. D'après 
cela, pour que deux vecteurs P< et Po de pro- 
jections respectives X,, Y^, Zi et Xg, Ya, Zg soient égaux. 
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il faut et il suffît que l'on ait 



(3) 



Aj — • A2, Il ^:~= Yj, 



Zi 



iVoiis désignerons Tégalité géométrique de deux vecteurs P< 
et P2 par la relation 

en mettant les vecteurs entre parenthèses : 
cette relation unique est donc équivalente 
à l'ensemble des équations (3). 

Deux vecteurs sont égaux et opposés 
quand ils sont parallèles, de même lon- 
gueur {Jig> 4)î niais de sens contraires; ils forment alors 
<::e qu'on appelle un couple de vecteurs. Ce 
fait est exprimé par les relations suivantes 
entre les projections des deux vecteurs P| 
etP.> 




Fig. 5. 
[P, 



Al 



Xi — - X2, Yj 



Y 



2î 



Zi — - Z2 ; 



/Al 




Pi 



nous l'exprimerons pour abréger par la nota- 
tion 

Deux vecteurs sont égaux et directe- 
ment opposés quand ils sont égaux, opposés 
et dirigés suivant la même droite indé- 
finie {fig- 5). 



4. Théorème des projections. — I/étude de la compo- 
sition des vecteurs nécessite l'emploi du théorème des projec-- 
tions, dont nous aurons d'autre part à faire un fréquent usage. 
Nous en rappellerons donc la démonstration en l'empruntant, 
comme celle du théorème relatif à la propriété fondamentale 
fies segments, au Cours de Géométrie analytique do 
MM. Imberet Weill. 
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Théorème I. - - La somme algébrique des projections 
des vecteurs formant les éléments d^ un contour polygonal 
fermé, plan ou gauche , est nulle, 

Soil le contour polygonal fermé ABC13KFA i fig. 6). IVo- 

j<'tons sur Taxe x' j- 

Fia;. (\. rn*' » 

^ ses (litterents som- 

iiiels : soient a, b^ c, 
r/, e, f CCS proj pe- 
lions . 

.Nous imaginons 
que la ligne polygo- 
nale est (léerile pai- 
un point mobile par- 
tant (le A et rencon- 
trant les (lillérenls 
sommets dans l'ordre ABGDEFA. 

Considérons maintenant, sur Taxe x' x, les segments déter- 
minés par les points «, fe, c, d^ ^i f\ on a, d'a[)rès le théorèm<î 
général relatif aux segments, 

ah -^ bc -^ cd -\- de - - ef -\~fa — o, 

mais les segments afe, bc, . . .^ fa sont en grandeurs et en 
signes les projections des vecteurs AB,]BC. . . ., FA, éléments 
du contour. La propriété est donc démontrée. 



Théorème II. - La somme algébrique des projections 
des éléments d^un contour polygonal, non fermé, plan ou 
gauche y est égale à la projection de la résultante. 

Considérons le (contour polygonal non fermé ABCDEF 
{fie' 7^- Nous imaginons, comme j)réeédemment, le contour 
|)olygoiial décrit par un |)oint mobile j)arlant de A el ren- 
(iontrant par suite les sommets dans Tordre ABCDEF. On 
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ilil alors que A est V origine du contour et F son extré- 
mité. Si l'on mène la droite AF qui 
joint l'origine A à l'extrémité F, on 
dit que ce vecteur qui ferme le con- 
tour est la résultante des éléments 
<lii contour ; A est son origine, F son 
oxtrémité. 

Si nous considérons le contour 
polygonal fermé ABCDEFA, nous 
avons, d'aprèslethéorèmcprécédent, 

« 

ab -h- hc -\~ cd -Y- de -^ ef -\- fa = o, 




«l'où nous tirons 



mais 
par suite, 



ab -i~ hc -^ cd -T- de -T- ef = — fa, 

-fa r-.af 
ab ~ bc -^ cd -\- de -r- ef = af\ 



la proposition est donc démontrée. 

Théorème III. — Lorsque deux contours polygonaux 
non fermés ont même origine et même extrémité, c'est-à- 
dire ont la même résultante, les sommes algébriques des 
projections des éléments des deux contours sont égales. 

C'est une conséquence immédiate de la proposition précé- 
dente, puisque ces sommes sont toutes deux égales à la pro- 
jection du vecteur qui ferme les deux contours. 

o. Somme géométrique ou composition des vecteurs 
concourants. — Des vecteurs sont dits concourants quand 
ils ont même origine. 

Deux vecteurs. — Soient d'abord deux vecteurs ÀP| cl 



j 



Fig. 8. 
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APo (l'origine coininiinc A: par l'extrémité P| de Tun des 

vecteurs menons un veehuir 1^ R ( fig, 8 ), 
égal géométri([uemenl à l'autre APo. Le 
ve<^teur AU (rori<;ine A et d'extrémité W 
est la somme géométrique ou résul- 
tante des deux >eeleurs donnés. On 

éeril 

(Ri- ( F, 1^1 1*2», 

les j3arenthèses indiquant qu'il s'agit d'une égalité géomé- 
trique. 

La somme des deux \eeleurs P| et 1*2 esléNidemmenl indt- 
j)endante de l'ordre dans lequel on prend les deux vecleurs : 
si par l'extrémité Pj du deuxième on menait un vecteur P2K 
égal géonjélriquement au |)remier P,, on aboutirait évidem- 
ment au même point R, car la figurer APiRPo est un parallé- 
logramme; on peut don<î écrire aussi 

(R) ^(P, )-+-iP, .. 

La grandeur R du vecteur résultant se calcule immédiale- 

"' ^^ « 
ment dans le triangle APiR ; appelons V^ P2 l'angle des deux 

vecteurs composants P| AP2; l'angle AP|R est le supplément 

de cet angle; on a donc 

R2 ^ p2 _4_ i>| „. .;, Pj p^ cos F, 1*2. 



Détermination analytique de la résultante de deux vec- 
teurs. — Prenons trois axes quelconques et appelons X< , Y, , 
Z| et X2, Y27 ^2 l^s projections des deux vecteurs AP, et 
AP2, X, Y, Z celles du vecteur résultant AR. 

D'après le théorème des projections, si l'on considère le con- 
tour polygonal AP| R et le vecteur AR ayant même origine et 
ujême extrémité, la projection de AR sur un axe est égale à 
la somme des projections des côtés AP< et PjR du contour; 



^'ig- 9- 
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en projetant successivement sur les trois axes on a ainsi les 
trois équations 

qui définissent la résultante. 

Examinons quelques cas particuliers. 11 .peut arriver que 
l'angle des vecteurs P| et P2 soit nul : alors les deux vecteurs 
composants ont même direction et même sens; le vecteur 
résultant a également la même 
tlirection et le même sens et sa 
grandeur est égale à la somme 
des grandeurs des vecteurs com- 
posants. 

Il peut arriver que l'angle des 

deux vecteurs donnés soit de 180"; ces deux vecteurs onl 

alors des sens opposés {fig. 9). Le vecteur résultant AR a le 

sens du plus grand des deux et 

pour longueur la différence des 

deux longueurs. 

Il peut arriver enfin que les 

vecteurs P4 et P2 soient égaux 

et opposés; alors leur somme 

est nulle : le point R coïncide 

avec le point A. 

Trois vecteurs. — Soient trois 
vecteurs P<, P2, P3 d'origine 
commune A. Par l'extrémité P^ 
du premier vecteur menons un 

vecteur P| Q2 égal au deuxième P2, puis par le point Q2 un 
vecteur Q2R égal au troisième P3 i^fig* 10). Le vecteur AR, 
(l'origine A et d'extrémité R, est la somme géométrique des 
trois vecteurs donnés. Ce vecteur est indépendant de l'ordre 
dans lequel on prend les trois vecteurs donnés, car le point R 



Fig. 10. 
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est le sommet oj)posé au |>oinl A dans le parallélépipède 
conslruil sur AP4, APa? AP3. 

Pour exprimer rpie R est la résultante de Pi, P^, 1^3, on 
écrit l'égalité géométrique 

On peut remarquer (pie, pour obtenir K, on peiU faire d'abord 
la somme de deux des vecteurs, |)uis (tomjxiser celle somme 
avec le Iroisième. Par exemple, dans lajig. 10, le vecteur AQ2 
représente la somme géométricpie de P^ et P2 et AR est la 
résultante de cette somme et de P3. 

Analjticpiemcnt, a])peIons Xj, Y^, Zj ; X2, Yo? Zr2 ; X3, 
Y3, Z3 les j)rojections des vecteurs conjposants P|, P2, P:j 
et X, Y, Z celles du vecteur résultant R. Le vecteur AR fer- 
mant le contour polygonal AP1Q2R, sa projection sur un 
axe quelconque est égale à la somme des projections des côtés 
du contour sur le même axe. On a donc 

A. = A.|— - A.* ~T- A3, 
^ =~ Al -r- Zij -f- Aq. 

Il peutarriverque la somme géométrique soit nulle; cela aura 
lieu si le point R coïncide avec A; alors X, Y, Z seront nuls. 

Cas général. — 'Soient n vecteurs P|, Po;. . . .. P// d'ori- 
gine commune A. Par l'extrémilé l\ du premier menons un 
vecteur P| Q2 i/ig- 1 ' ) ^*giJ «^u deuxième Po, par Qo un vec- 
teur Q2Q3 égal au troisième P3. ... et ainsi de suite, par 
Q«_i un vecteur Q,^_, R égal au dernier P„. La droite AR est 
la somme géométrique ou résultante des vecteurs donnés. 

Cette somme est indépendante de l'ordre dans lequel on 
prend les vecteurs composants pour les porter bout à bout. 
Cela résulte de ce que l'on j>eut intervertir l'ordre de deux 
vecteurs composants consécutifs sans en altérer la somme : 
en efl'et, si l'on interNcrtissait P2 et P3, on aurait à mener 
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AT 



-^ 



Q3 



par P, un vecteur P< Q2 égal à P3, puis par Q^ un vec- 
teur Q2 Q3 égal à P2 ; on 

arriverait ainsi au même ^^^' "* 

point Q3, car la figure 

P^QaQaQi est un parai- / XQn-, 

lélograinme. Puisqu'on 
peut intervertir deux 
vecteurs consécutifs, on 
peut les ranger dans un 
ordre quelconque sans f 
clianger leur somme géo- 
ni étriqué. Ce fait ré- 
sulte d'ailleurs immé- . 

diatement de la détermination analytique de la résultante. 
Si l'on appelle X|, Y,, Z, ; X2, Y2, Z2 ; . . .; X,;, Y,^, Z,/ 
les projections des composantes, X, Y, Z celles de la résul- 
tante, le théorème des projections donne 

X -= A I -^ A.2 -!- . • . — - X/i , 

Y = Il — - Y2 — . . . -T- 1,1, 

Ces valeurs X, Y, Z sont évidenunent indéj)endantes de l'ordre 
dans lequel on prend les composantes. 

On voit aussi que, pour faire la somme géométrique de vec- 
teurs concourants, on peut les j)artager en groupes d'une» 
façon quelconque, faire la somme des vecteurs de chaque 
groupe, puis la somme de ces sommes. 

Pour exprimer que R est la somme géométrique de P<, 
P,, . . ., P,/, nous écrirons en mettant des parenthèses 

( R) = (P,) -H (Pj) -:-... -a_(P^). 

6. Différence géométrique ou décomposition d'un 
vecteur en vecteurs concourants. — Dans certains (?as on 
décompose un vecteur donné en vecleurs concourants, c'est- 
à-dire qu'on détermine des vectcMirs dont le vecteur donné 
est la résultante. Ce problème n'est pas déterminé sous cette 
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forme ^^énéralc, pas plus (pic iio serait en Arithmétique 
problème de (léeomposer une somme en parties; nous allô 
en examiner quehpies cas parlieuliers. 

i^ Décomposer un vecteur H eu deux composantes^ co 

naissant Tune de ses comj 
sautes. — Soit AR un vc 
^ leur {Jig' iî>.;, AP, une 
ses composantes, l'autre coi 
posante AP2 sera égale au v< 
teur P|R. Ce vecteur V.y qi 
ajouté géométriquement à I 
donne le vecteur R, s'appe 
la différence géométrique de R (îtPj et Ton écrit 

■ (P2)-(R)-(P,); 

cette relation peut alors être considérée comme une cens 
quence de la relation 

On peut construire aussi Po en remarquant que P2 est 
résultante de R et d'un vecteur ( — P, ) égal et opposé à I 

'1^ Décomposition d'un vecteur suivant deux directions. 
Soit un vecteur AR et deux direc- 
tions différentes Kx et Ky {fi g- i '^) 
qui sont dans un même plan 
avec AR. On peut toujours, et 
d'une seule façon, décomposer AR 
suivant ces deux directions : [)our 
cela il suffit de mener par R des pa- 
rallèles aux deux directions données 
et de prendre les points P,, P2 où 
ces parallèles coupent les droites 
indéfinies Kx et Aj^; les deux vec- 
teurs AP< et AP2 répondent à la 
question. 



iMg. l3. 




/• 
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3" Décomposition d'un vecteur suivant troie dIrectionB 
données. — Soient trois direc- 
tions AiT, Ay et As, formant un 
trièdre (Jïg- i4); "n peut toujours 
décomposer un vecterirAR en trois 
■' autres dirigés suivant ces trois di- 
rections; pour cela on in^ne par H 
des plans parallèles respectivement 
aux trois plans ^As, zAx, xA.y; 
ces trois plans coupent les droites 
indéfinies Ax, Ay, Ac en trois 
points P,, 1*2, PjI les trois vec- 
teurs AP|, APj, Al*j répondent à la 
question. 




• I 
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CINÉMATIQUE DU POINT. 



A. — MOUVEMENT RECTILIGNE. 

7. Définitions. — (^uand on dit qu'un cor|)s est en repos 
ou en mouvement, on sous-enlond toujours ([ue ce repos ou j 
(;e mouveinenl ont lieu par rapport à certains autres corps: 
ainsi un objet inuuohile à la surface de la Terre est en repos 
par rapport à la Terre, la Terre elle-même est en mouveinenl 
par rapport au Soleil. Y\\\ d'autres termes on n'observe que .] 
des mouvements relatifs, Ce|)endant on peut imaginer trois 
axes de coordonnées absolument fixes : le mouvement d'un 
corps par rapport à ces axes s'appellera mouvement absolu 
du corps. Le mouvement absolu est donc une pure abstrac- 
tion; niais les mouvements relatifs pouvant toujours être 1 
ramenés aux mouvements, absolus et ceux-ci étant soumis à ■{ 
des lois \Aus sinjples en Dynamique, il comient de com- J 
mencer par l'étude du mouvement absolu. Pour la même ] 
raison on étudiera d'abord le mouvement d'un point Ryani' -] 
d'aborder l'étude du mouvement d'un corps de forme quel- ] 
con([ue. 

Le point en mouvement est un mobile, et le lieu des posi- j 
tions qu'il occupe successivement constitue î?a trajectoire. La 
science du mouvement considéré indépendamment des causes 
qui le produisent s'appelle la Cinématique, Elle résulte de la 1 
combinaison des deux idées à^ espace et de temps et ne nëces- \ 
site, par suite, que l'emploi des deux unités fondamentales de 
longueur et de temps, pour l'évaluation de toutes les gran- 
deurs qu'on y définit et ([u'on y mesure. 



8. Mouvement d*un point. — Soient trois axes O^, Oj% 
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i^Zy absolument fixes et un point mobile M, dont les coor- 
données (Jlg- II)) Xj^j z sont des fonctions continues don- 
nées du temps ^, 

La courbe décrite parle point est la trajectoire du mobile : 

ses équations s'obtiennent 

en éliminant t entre les ^^* *^* 

équations qui définissent x, 

y, jz^ en fonction de t et 

c[u'on appelle les équations 

iiii mouvement. On peut 

âiussi définir le mouvement 

de la façon suivante : on 

donne la trajectoire, puis, 

prenant sur cette trajectoire un point Mo comme origine des 

arcs, un sens MqS comme sens des arcs positifs, on donne en 

fonction du temps la valeur algébrique s de l'arc Mo M qui 

sépare le mobile du point Mq, a]:)pelé origine des espaces. 

9. Mouvement rectiligne. — On dit que le mouvement 
est rectiligne quand la trajectoire est une droit«j. Si l'on prend 
cette droite pour axe des ^, les deux modes précédents de dé- 
finition du mouvement se confondent et le mouvement est 
défini par l'expression de l'abscisse du mobile en fonction du 
temps, 

qu'on djpi^eWe Y équation du mouvement. 

On prendra sur la droite un point fixe O qui sera l'ori- 
gine des espaces, et à partir duquel on portera, à droite ou 
à gauche, les espaces suivant que x sera positif ou négatif. 

10. Mouvement uniforme. — • Le mouvement recliligni; 
le plus simple est le mouvement uniforme. C'est un mouve- 
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meiil dans lequel le mobile marche toujours dans le même 
sens de telle façon <jue les espaces parcourus soient pro- 
portionnels aux temps employés à les parcourir, 

l. n cjclisle suivant un(î route droile à une allure régulière 
donne l'image du mouvement reelilignt^ uniforme. S'il fait, 
par exemple, -j"' à la seeondi;, il fera \\^ en deux secondes. 
'11^ en trois seeondes, ,'i™,r)o en une demi-seeonde, etc. 

Équation du mouvement. — Soient Xo Tabseisse du mobile 
à l'origine des temps t --- o, x son abscisse à l'instant t : le 
rapport 

t 

est, en valeur absolue, égal au rapport du eliemin parcouru au 
temps employé à le parcourir; ce rapport a donc une valeur 
absolue constante. Nous allons voir, en outre, (|ue le signe de 
ce rap|)ort est constant et que ce signe indique le sens dans 
lequel se meut le mobile. 

1° Le mobile se meut dans le sens positif de Ox; alors, 

quand le temps croît, x croît également; si donc ^ est positif, 

X — Xq l'est aussi et le rapport est positif; si t est négatif, 

X — Xq l'est aussi et le rapport est encore |)ositif; on a donc 

dans ce cas 

^ — ro 



^-k, 



/: désignant une constante positive, 

'jP Le mobile se meut dans le sens négatif de Ox. Alors, 
quand le temps croît, x décroît; si donc t est positif, x — Xo 
est négatif et inversement; le rapport est donc négatif et 
l'on a 



T — .To 



= k. 



k désignant une constante négative. 



tQUK DD P0II4T. 

lé, l'équation du uiouvement uniforme csi dans 



S.éciproquemenL, LouL mouvement iléliiii par une équatiuii 
l premier degré entre :r et / de la tonne ci-dessus est iini- 
tme : en effet le mouvement défini [tar 



lissède, quehquesotent^roet A', les deux propriétés qui carac- 
risentle mouvemenl uniforme. D'aLord, le mobile marche 
rujours dans le même sens, car, l croissant, x augmente 
pand fc est positif et diminue quand k est négatif; ensuite les 
paces parcourus sont proportionnels aux temps employés â 
9 parcourir, car, en appelant \x la variation subie pur l'al>- 
Ksse quand l crok di? \t, on ii 

X =Jra + A-!, JT-H Aj; = 3^u+ i((-i- i(), 

ix = A- A^ ^ = /,■, 



qui démontre la deuxième propriété. 

Vitesse. — Soit M la position du mobile à l'inslant l, M, 

i position à l'instant /-i-A(, Ai étant positif; la grandeur 

■ëomélrique MM) a pour valeur algébrique, estimée suivant 

e Ox, ^x. Si dans le sens MM, on portC) à partir de M, 

longueur MV égale à -tt^' ^^ grandeur géomé- 

rtijue MV {_fig- i6) est la vitesse du mouvement uniforme. 



On appelle valeur algébrique v de cette vitesse la longueur 
segment vitesse MV, précédée du signe -+- ou du 
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signe — , suivant que ce segment est dirigé dans le sens posi- 
tif ou le sens aégutif de l'axe. On a uliirs, en grandeur et en 
signe, 



cai' la valeur absolue de MM, est égale à celle de A^ et le 1 
signe de v est le même que celui de Az. 

D'après l'équation du mouvement, lu vitesse du mouvement 
rectiligne uniforme est constante en gi-andeur, direction et 
sens, car on a, quels que soient t et i/, 



Si A( = I , on voil que t' := Aj" ; on peut donc dire < 
vitesse dans un mouvement reclUigne uniforme t 
grandeur, direction et sens, l'espace parcouru • 
l'unité de temps. 

Signification physique des constantes. ^ La constat 
représente lahscisse du mobile ù l'origine des temps. L|j| 
slante k est la vitesse v du mobile. On peut donc écrire l'-g 
lion générale du mouvement imiforme 



OÙ la signification des constantes est en évidence. 

En particulier, si l'on convient de prendre pour originj 
espaces la position du mobile à l'instant t ^ fy, Xt, est c 
l'équation du mouvement prend la forme simple 



1 1 . Mouvement rectiligne varié. — Tout mouvement qai 

n'est pas uniforme est dit varié. Soit un mouvement rectiligne^, 
varié défini par l'équation .r ^'5 (/). Le déplacement MM, que 



À 



■m 


Bsî^^^^^^^i^^^B 


^^■abit le mobile quand C croit de \t 


eal une grandeur géomér ^M 


^^frique doDt la valeur algébrique est Aj.'. ^I 


^H Vitesse, — Si dans le sens JMM 


{fis- '") "" roi^te unfi H 


H 


. . . 1 


^H 


1 




■ 


^B 


1 


^Bongueur MW égale à ^, le vec 


tcur MW, dont la valeur ^| 


^^Klgëbrique esl -^, s'appelle vitesse 


moyenne du mobile dans ^| 


^^Vintervalle de Leiups A/. C'est la v 


tesse que posséderait un ^| 


^^Hnobile fictif animé d'un mouvement uniforme et allant de M ^| 


^^KnM, pendant le même temps \t 


Si A( tend vers zéro, le 


^^Brecleur MW tend vers un vecLeur 


limite MV dont l'exprès- 


^^Kion algébrique v est la dérivée x\ 


„„-o„,'(„.,„e,.„„ 


^^Ktppelle vitesse An mobile à l'insla 


lit. 


^H Exemple. — Il esl évident que 


dans un mouvernenl uni- 


^■Yorme 




^B j. = j-^^/- 




^L, nous devons, en appliquant U rè^le 


générale, retrouver pour 


^Hû« valeur algébrique de la vitesse à 


un instant le nombre A- 


^^■gue nous avons appelé vitesse de 


ce mouvement. On a, en 


^^HbGTet, eu prenant la dérivée de x pa 


r rapport à /, 


^H 




H 


k. 


^^M Réciproquement, nous pouvons maintenant démontrer que, ^| 


^^^Bi dans un mouvement recliligne la 


vitesse à cbaque instant H 


^^^Est constante, ce mouvement est un 


forme. En effet, la vitesse H 


^^BtaQt égale à une constante k, la dé 


ivée de x par rapport à i ^| 



est légale 



Xçàésigm 



une constante. Le raouvemenl est doi 



nifurme, 



Accélération. — L'n mouvement rectiligne uniforme peut 
être caractérisé |iar ce faîl que sa vitesse à chaque inslaol 
est constante eu grandeur et direction. Dtins un mouvement 
rectiligne varié, la vitesse est variable et il est utile de se 
rendre compte, d'une façon précise, de la variation de la 
vitesse auTt divers instants du mouvement. On est ainsi con- 
duit à la notion du vecteur accélération. 

Imaginons un mobile M parcourant l'axe Ox et possédant 
à l'instant ( la vitesse représentée par le vecteur MV dont la 
valeur algébrique est u(y(^. i^). Quand; varie, la vitesse MV 
conserve la même direction, mais varie en grandeur e 
sens. Prenons une origine fixe O' et menons â partir de cette 
origine im segment O'M' égal et parallèle àMV; quand avarie, 
les points M' se trouvent tous sur un axe O'x' parallèle à Ox 
et l'abscisse x' du point M' sur cet axe est évidemment égalée 
la vitesse v du point M : x'^^ v. 

Si la vitesse du point M était constante, le point auxilîaïrfl 
M' serait immobile ; la vitesse du point M étant variable avec tj 
le point M' se déplace et cela d'autant plus vite que la vitesse 
de M varie plus rapidement. 

On appelle' accélération du point M à l'instant t uQ 
vecteur MJ égal à la vitesse M' J du point M'. La valeur algé- 
brique -y de ce vecteur est la valeur algébrique de l'accéléra- 
lion : OQ a doue 

"^ ^ W ~ TU' 
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' CDcore, comme r est la dérivée première de x \y.ir rapporl 
1 

" -~^'- rf,i ■ 

En résumé l'accélération est, comme la vitesse, un vec- 
leur MJ (ionl la valeur algébrique ^ esl lu dérivée de v par 
rapport à /, c'esUâ-dire la dérivée deuxième de x par rapport 



Exemple- — Dans un mouvement rectiligne el uniforme 
vecteur vitesse esl couslanl en grandeur et direction, 
^conat.; l'accéléralion est donc nulle. Réciproquement, si 
i mouvement rectiligne est tel que son accélération soit 
nstamment nulle, il est uniforme. En effcl, dans celte hypo- 
thèse on aurait 

'''' _ 
dï ""' 



donc V 



:rait c 



mie elle r 



lenl uniforme, 



Mouvement rectiligne accâléré ou retardé. — On dit qu'un 

nouvemeni esl accéléré quand sa vitesse croit en valeur 

ilisolue; il est retardé quand sa vitesse décroît en valeur 

absolue. En d'autres termes le mouvement est accéléré ou 

lardé suivant que le carré c^ augmente ou diminue. 

Donc le mouvement est accéléré quand la dérivée 



(Vm 



l positive, il esl retardé quand celte m^me quantité est 
^gatîve. On peut dire aussi que le mouvement est accéléré 
piandcety ont le même signe, c'est-à-dire quand les vecteurs 
^tesse et accélération ont le même sens ; il est retardé dans le 

s contraire. 



CDtiis iiii MËcAMiji'i:. 
là. Mouvement reotiligne uniformément varia* 
Nous avons vu, plus haut, que le niLHivemenL iiniformcj 
caractérisé par ce fait que son accélération est nulle. Le I 
vemenl rectiligne qui se présente couime le plui 
après le mouvement uniforme, est alors un mouvement i 
lequel l'accélération aurait une valeur constante différente a 
aéro. Un tel mouvement est Jil uniformément varié. 

Équation du mouvement, — Soit y la valeur constante de 
l'accélération ; on aura, en appelant v la valeur algébrique de 

la vitesse, 



d'où, en prenant la fonciion (ininitive. 
Va désignant la vitesse ilii mobile à l'ini 



nt ( = o. Mais 






d'où, en prenant la for 
ety sont constants, 

(a) 






étant une constante qui représente la valeur de as 
pour i^=o, c'est-à-dire l'abscisse du mobile à l'origine du 
temps. Cette équation (2) est l'équation du mouvement uni- 
formément varié. 

On voit que, dans l'équalion du mouvement, x est une 
fonction du deuxième degré en (. Inversement, toutes les fois 
que X est une fonction du deuxième degré en t 
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mouvement est uniformément varié, car en jirena 
Bérivée premîèreon a la vitesse 

et en prenant encore une fuis la di^rivtîe on a Taccéiérali 



Théorème. — Dans un mouvement uniformément varié 

i variation Af de la vitesse pendant un intervalle A( est 

^proportionnelle à Ai et le rapport — est égal à l'accélé- 

'Ration constante ■( du mouvement. En eli'el l'ëquatiun (i) 

■donne imméfliateraeni, si l'on fait croître t de Ai et v de \v, 

i.> 

Rinverscment si, dans un muiivement rectiligne, la vliessc 

; proporlionnellemenl au temps, le mouvement est uni- 

Wformémept varié; en elVet, par hjpotht''9e, — est constant, la 

mmite de ce rapport -tj. c'est-à-dire l'accélération, est donc 

ionstanle, ce qui est la définition même du mouvement cuii- 

Ibnnément varié. 

DistmsBion. — Un mouvement uniformément varié est à 
nsertains instants retardé et, à d'autres, accéléré. Pour le 
montrer considérons, suivant la règle générale, le produit 



Rce produit s'^mnule à 






s'annule. Il est négatif quand i <.t, et positif 



'Dl est relardi' pour t <^t, ol accé 



1 quand ' > t,; le n 
léré pour (>■ /|. 

Pour discuter complètcmenl le niouveinenl on est ramené 
à discuter la variation d'un Irinome du deuxième degré. Sup- 
posons, pour fixer les idées, y >■ o et reprenons les équalionft'a 

j- = i'o-i- i'i,/-i- -Y''i 

la variable indépendante t va tiiujuiirs en eroissanl, I 

s^annule à l'instant i,^ -; tant que ^<;(i la vitesse est 

négative, x va en décroissant, le mobile M marche dans le 
aens négatif; pour t'>t, la vitesse est positive, accroît ei le 
mobile marche dans le sens positif. A l'instant t^f,, j; prend 
sa valeur minimum 



cl le moliile occupe une position O,, qui esL la plus à gauche 
de toutes les positions qu'il peut prendre {^^. 18). En résumé 



quand y est positif, / variant de — 00 à -t-00, le mobile vient 
de l'infini à droite jusqu'au point O,, qu'il atteint pour i =^ ï,, 
puis retourne de 0|, à l'infini à droite; dans la première 
phase le mouvement est retardé, dans la deuxième il est 
accéléré. 

Si l'on prend un point déterminé M d'ajjscisse x plus 
grande que X,, le mobile passe deux fois en M, une fois en 
marchant vers O), et une fois en s'en éloignant; il est à re- 
marquer que les deux vitesses correspondantes sont égales el- 
de signes contraires. C'est ce que l'on voit immédiatement en 



|irimant c en fonctui 
i on peut écrire 



'. En élevanl l'expression de. c an 



Cette formule donne pour c 
Ition cpie 

■17 ' 



r>j; 



ndilion veriiiéi-; Ifs ileiis v;ilriirs de c soni fl'aillenrs 
;ales et de signes contraires. 
[ Dans celte discussion, nous avons suppose y positif; on 
lÎLerait de même le cas de y négatif. 

Formeréduite de l'équation. — Remarquons, d'une manière 
Générale, que l'on peut toujours cliercher à simplifier l'équa- 
Jlion d'un mouvement recliligne en choisissant convenable- 
FaoeaL l'origine des temps et l'origine des espaces. Actiielle- 
nent, prenons comme origine des temps l'instant où la vilesse 
^annule et comme origine des espaces la position correspon- 
lante du mottile. Dans ces condilions la vilesse (■„, corres- 
iondant a / ^ o, est nulle et l'abscisse correspondante x^ est 
piille. Les équations donnant œ et i' prennent altjrs les formes 
■éduites 

^, = 17/., .- = 7/. 

Avec ce choix d'origines on a deux formules correspon- 
Bant à des énoncés très simples qui résument les lois de la 
eliute libre des corps sans vitesse initiale et dans le vide : 

Les espaces parcourus sont proportionnels aux 
tarrés des temps employés à les parcourir; 



u' Les vitesses sont pioportiontiellifs 
pitiés à les acquérir. 



13. Mouvement vibratoire 8implB. — Considérons i 
aouvemeiil rcclilifine lionl rrciuiilioii rsl 



a, (oct o étant des constantes: c'est un mou veiueal périodique, 
puisque le mobile repasse aux mêmes points à des intervalles 
de temps égaux; en effet, sî nous augmpnlons t de — > l'are 
(D/ 4-S aiigmenie de an; les sinus de deux arcs qui diffèrent 
de 2tt étant égaux, x reprend la même valeur. 

Soit O l'origine des espaces (Jig- 19); prenons comme 

Fig. 19. 



origine des temps l'instant où le n 
d'abscisse — n; on aura, pour i^o, . 



L'équation du mouvement s'écrit aloi 



.oint Al 
rad. 



'"-("'-^)- 



Les pointsAet A' correspondent aui positions extrêmes ■ 
et — a du mobile qui dans son mouvement vibratoire oscille 
autour du point O. 

Appelons T le temps d'une oscillation double ou complète, 
c'est-à-dire le temps que le mobile met à aller de A' en A el 
à faire retour en A', T sera ce qu'on appelle la période; elle 



De T il aT, X, f el y repassf raient par les mêmes vali 
et ainsi de suite. 

De M et) O, le mouvemenl est accéléré; il est retardé de 
en A, puisque, la vitesse élanl posilive, l'accéléra lion e 
négative; de \ en O, le mouvemenl est accéléré, la vitesse 
l'accélération étant à la fois négatives; enfm, de O ea A.', I 
mouvement est retardé, la vîlesse est danscel înlervaUe n< 
tive, alors que TaccélératioD est posilive. 

On appelle aussi fréquence F le nombre N des oscilla 
lions complètes à h seconde ; c'est, par conséquent, l'invei 
de la période 



Expressions de la vitesse et de l'accélération en fonctioi 
de l'élongation. — Duns le mouvement oscillatoire que nou 
venons d'étudier, le mobile passe une infinité de fois pi 






1 M d'absc 



-}- a. Il y passe toujours avec la même vitesse en valeur àj 
solue. Eu elTet, en éliminant t entre les expressions de ae 
de I', on a immédiatement 



l' égales et d 
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nés contraires, l'une correspondant au cas où le mobile 
fesse en M en marchant dans un sens, cl l'autre au cas où 
passe en M en marchanl en sens contraire. Quant à l'accé- 
palioQ, elle est dirigée vers le centre de vibration O et varie 
poporUonuellemenL à la dislance du mobile à ce centre; on 
Éen eflet 

f est donc de signe contraire kx et proportionnel à jr. 

Formule générale. — Si Pon avait pris un cosinus ;m lieu 

B un sinus 



B^n ïurail eu un mouvement identique, avec les mêmes con- 
losions, sauf un cbangement dans l'origine des temps; on 
peut en effet écrire celte dernière équation 



'i en comptant le temps à partir de l'iostant - 



Il est évident qu'un mouvement défmi par une équation 
Be la forme 



i A et B sont constants, rentre dans le précédent; car, ( 
BéterminaDt deux constantes a et S par les équations 



1 i. Mouvement représenté par un sinus ou un cosinus 
îlTperboIique ; loi de son accélération. — On sait que, 



3e 
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par définition, on appelle sinus ou cosinus hyperbolique 
d'une variable a les deux fonctions 



sha = y 



ch3 = 



•1 



On vérifie immédiatement les propriétés suivantes qui font 
ressortir l'analogie de ces fonctions avec les fonctions circu- 
laires cosa et sina, 

cli( — a) = cil a, sh( — a) = — sha, 
cil*-! — sh*a = I, 



— ; — = sha, 
«a 

cil a H- slia = ^^, 



^sha 



= cha. 



(It. 
cha — sha = e**. 



Quand a varie de o à 4-c» la fonction cha croît constam- 
ment de I à +Q0, et la fonction sha croît constamment de o 

Fig. 20. 




à 4- ûo. Quand a varie de — oo à o, cha décroît de -h oo à i 
et sha croît de — c» à o. 

Les courbes représentatives des fonctions 

y = Q\\Xy y = sha?" 



ont la forme indiquée sur la fig, 20. Les deux courbes sont 
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asympioles l'une à l'autre à droite et tendeut à devenir symé- 
Iriques l'une de l'autre quand an s'ëloigne à l'ialîni vers ia 
gauche. 

i" Cela posé, prenons d'abord le mouvenienl détinî par 

r<s, <i>eL S étant des constantes dont nous supposerons les deux 
bremières positives. 

Coninae un cosinus hyperbolique a pour 
t est toujours supérieure a, sauf à l'instanl 



k, JB devient égal à {>. 
I Soit A le point d'abscisse a {fig. ^ i). Écrivons l'équation 

Bn en déduit pour la vitesse, en prenant la dérivée, 

Quand «<;'(. i'<o, le mobile placé en M à droite de A 



barche vers A avec une vilcsse décroissante en valeur abso- 
pe (mouvement retardé); pour ( = (, le mobile est arrivé 
\ A avec une vitesse nulle; pour (>■(,, c >■ o, le mobile 
■éloigne vers la droite et quand t augmente îndéliaiment il 
Vëloigne indéfiniment, avec une vitesse indéBniment crois- 
nle (mouvement accéléré), 
I Pour terminer, exprimons comme dans la question précé- 
BDle la vitesse et l'accélération en fonction de x. D'abord, en 



élimimml t entre les expressions de X et de i', on a 
jï = o', V =r±i m^x*— a'; 

quand jt eslsiip«frieur ii a, i:elU' formule donne pour v deuu 

valeurs égales et de signes conlraires correspondant, l'une i 

l'aller, l'autre un retour. 

L'accéléralionest 



elle est dirigée dans le sens CM et est piiipurLionnelte à \A 
distance OM, 

2° Prenons niaintenanl un mouvonient défini par ud sinun 
h^perboliijue 

OÙ noussupposeroQs encore « et w pusilil's. Dans ce mouve- 
ment. X s'annule à l'instant 



donc, à cet instant, le mobile passe en O, Ecrivons l'équatîoœ 

nous avons |iour la vitesse 

Celte vitesse est positive el a pour minimum la valeur <id 
qu'elle atteint pour ï ^ (, au moment où le mobile est ea C 
Le mobile marche dans le même sens de l'infini à gauche | 
l'infini à droite avec une vitesse d'abord décroissante ju 
qu'à O (mouvement relardé), puis croissante du point Oa 
l'infini (mouvement accéléré). 
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En fonction de a?, la vitesse est ici 

1* accélération est 

Y = <3ta)'sh(o(^ — <i), 

l'accélération est encore dirigée dans le sens OM et est pro- 
portionnelle à la distance OM. 

3** Les deux mouvements précédents peuvent être regardés 
comme des cas particuliers du mouvement défini par une 
équation de la forme 

A et B désignant des constantes, ou en faisant 

A-hB . A — B 

\ et \K étant deux nouvelles constantes. 

Deux cas principaux sont à distinguer suivant le signe du 
produit )v|jL. 

Si X et [ji sont de mêmes signes on peut déterminer deux 
constantes a et S par les relations 

•^ Cl Si ^ « 

A = -e<>, a = -e-û 

2 2 

qui donnent 

a = 2/Xp!, 28 = Log--; 

r 

l'équation du mouvement devient alors 

Si X et [JL sont de signes contraires, on pourra déterminer 
AC. 3 
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a et par les oijuations 

a ^ rt * 
A — - c^, |JL — e-^, 

l'équation du niouvemenl est alors 

Enfin il pourrait arriver (|ue A ou [x fiU nul. Si X = o, on a 
l(; niouvenient 



.r -_ jjLt' 



(••./ 



<pii présente cette cir(M)nstance particulièpc que, t variant de 
— 00 à + 00, le mobile s'avance constamment vers le point O, 
.dont il s'approche autant qu'on le veut sans jamais y arriver. 
Va\ même teni|)s, sa vitesse r= — \nùe~^^= — tùx tend 
vers zéro. 

Pour [JL = o on a 

quand t est négatif et très grand, le mobile est très voisin de 
l'origine et sa vitesse p = À(oe"'= o)^ est très petite; 
t augmentant, le mobile s'éloigne de plus en plus avec une 
vitesse croissante. 

Dans tous ces mouvements l'accélération est 

15. Composition de plusieurs mouvements rectilignes 
dirigés suivant la même droite. 

A. Deux mouvements uniformes. — Supposons une 
droite Ox sur laquelle se meut d'un mouvement uniforme, 
avec une vitesse constante v^ un mobile M; il parcourra 
dans le temps A^ un espace MM'= v ^t] mais imaginons que, 
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en même leinps, la droite Ox glisse (/(g-, au) sur la droite XX' 
m mouvemeiH uniforme (le vitosse i^, tel qu'au IkiuI du 
■nps ii le poiiil M' de cette droite occupe la position M" 



définie par M'M"^ c'A(, Le moLile sera, eu réalité, en M" el 
clans le temps àl il aura parcouru 

MM" = MM' + M'W =(v + v') M. 

Toul se passe donc comme s'il n'j avait qu'un seul raou- 
irement, dont la vitesse constante serait détinie par 



B. Deux mouvements variés : i " Composition des vitesses. 

- Supposons que les déplacements priïcedents MM' et M'M." 

lient été effectués d'un mouvement varié; l'espace parcouru 

pendant le temps ii sera toujours MM" tel que l'on ait 

MM"=MM'+M'M'. 



Divisons tous les tcrm 
MM' 



s de cette égalité par A; 
MM' M'M" 



Kpar définition les termes de cette égalité expriment les vitesses 
aaojennes des mobiles qui iraient de M en M", de M on M' et 
e M' en M" dans le temps A(. En passant à la limite, c'eal- 
n-dire en faisant tendre Ai vers zéro, ces vitesses moyennes 
■deviennent la vitesse V au temps ; du mouvement résultant 
■ et les vitesses v et c' des mouvements c 



Donc, d'une façon générale : quand on compose deux 
nouvements rectilignes quelconques, suîcant la même 
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di-oile, la vitesse résuttanle est la somme algébrique det 
deux vitesses des mouvements e/ue l'on compose. 

a" Composition des accélérations. — Elle résulte immé- 
diatement de celle des vitesses, puisque, à chaque instant, 
i'égalilé (i) est siitisfaile; dérivons tous ses termes par 
rapport ù t : nous aurons 

dV^ _ dv 
dt "Tt'^ 

ces expressions sont l'accélération Pau temps (du inouvpmenl 
résullaut el les accélérations f ^^^ des nmiiveinents compo- 
sants; donc 



l on compose deux mouvements rectiUgnes quel- 
conques, suivant la même droite, l'accélération du n 
ventent résultant est la somme algébrique des deux accé- 
lérations des mouvements que Von compose. 

Il est évident, d'après cela, que ces deui théorèmes peuvent 
être étendus à un nombre quelconque de mouvements recii- 
lignes dirigés suivant la même droite. 

16. Composition de deux mouvenients vibratoires 
parallèles et de même période. 

Considérons en un m^me point el au même instant deux 
mouvements vibratoires parallèles caractérisés par une même 
période T, mais présentant une dill'érence de phase, et prenons 
la phase du premier comme origine des phases ; les équations 
de ces mouvements seront, par exemple, de la forme 

les élongalions s'ajoutent algébriquement et l'élongalion X 
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du mouvement résultant est 

X = a?! H- j?, = ai sin -= — h aj sin f -7= — h a I 
ovi, en développant, 

\i) X = «1 sin-=; — h aj sm -=— cosa -h «j cos -=r- sina. 

Cherchons à mettre cette équation sous la forme 

(t^) X = Asin(:Ç'-H8), 

c'est-à-dire à représenter la somme des élongations des deux 
mouvements vibratoires superposés par une élongation unique 
de même période, mais de phase différente 5 développons, il 
vient 

a ) X = A Sin -=- cos ô H- A cos -^ sin 

et en identifiant les équations (i) et (2') 

A cos = «1 -f- «2 cos a, 
A sin8 = ai sina; 

^n ajoutant membre à membre, après avoir élevé au carré, 
on a 

'"^) A*= af -4- a| -h ^«1 «2 cosa 

^^ en divisant membre à membre 

(A\ fs ajsina 

^^> tango = = : 

ai -h «2 cos a 

^^ première de ces équations fait connaître l'amplitude du 
^^uvement vibratoire résultant, la seconde donne la quan- 
tité 8 qui définit sa phase. 

La valeur de A est toujours réelle, carie minimum de cosa 



f'..i 
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est — i et dans ce cas l'expression de A est le carré de 
(o( — 03): IVqnalion ((j), de m^me, lionne loiijoui-s une 
valeur réelle pour 5. 

On peul faire, nti sujet des vitesses ou des accélérations 
qui sont aussi sinusoïdales, des calculs semblables el qui con- 
duisent à des conclusions analogues. 

Si cosai=:i, c'esl-i'i-flire si a =: o ou an-, ce qui veut dire 
que la dillérence des pliase^ du second mouvemenl vibratoire 
1 par rapport au premier est nulle, ou égale it un nombre 
pair de fois n, on u 



les anipliUides s'ajouteni; si, au conlraire, eos a - 
qui arrive lorsqu'on aa; = {2/i+ i)ti, ou voit que 



et si les amplitudes des deux inouveuieuls superposés sont 
égales, A devient, nul, l'amplitude du mouvement vibratoire 
résultant s'nunule, il ^ a cs.linntiou du mouvement vibratoire, 
phénomène auquel on donne le nom d'interférence. 

17. Composition de n vibrations parallèles de même 
période. — Imaginons qu'en un même point se superposent 
n vibrations parallèles difl'érant par l'ampUlude et jiar la 
phase, mais de même période, et soient . 



.....(^.4 



les équations de ces n mouvements. 



CINÉMATIQUE DU POINT. 89 

■ L'équation du mouvement résultant est 

X = S iPi = sin -7p- S «1 cos aj -+- cos -7=^- S «j sin «i ; 
elle peut se mettre sous la forme 

X = Asin l-Y- + M-! 

On a en effet, en développant et en identifiant, 

A 0082710 = Saj cosa, , 
A si II 2 7:8 = Sai sînai ; 

d'où Ton déduit 

A- =^Sai cosa, )'^-\-(I.ai s'm a, )'^ 

^ ]Sai siiiai 

tans 2 710 = ^ • 

lai cos ai 

Les valeurs de A et de 8 sont toujours réelles; le mouve- 
ment résultant est donc un mouvement vibratoire de même 
période; il serait facile d'écrire les équations analogues qui 
feraient connaître la vitesse et l'accélération. 

18. Composition de deux vibrations parallèles de pé- 
riodes inégales.' — Soient deux mouvements vibratoires de 
périodes inégales et n'ayant ni la même amplitude ni la même 
phase; leurs élongations peuvent être représentées par 

Xi = ai sin -=-, 

. /'ÀTZt rs 

372= «2Sin( -^ -h Ô 

Posons 

2 TU 2 7: 

—Zi -U £ 

rp/ rp «^ *"> 

la seconde expression peut s'écrire 

. / 2 71 ^ ^ ^\ 

X2= a2sn\l— t -h zt -h j 



/ 

y 
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Le calent sera conduit exucteineat comme dans les cas pr^c^ 
dents à condilion de remplacer 5 par £f -l- 8; on aura 

A'= rtî-+-aj-+- a«iaiCos(t( -t- 3). 

L'amplitude sera donc fonction du temps; elle passera par 
des maxima el des minima correspondant aux valeurs ■+■ i 
et — 1 du cosinus. On aura pour £l + ù=^zmz des maxima 
A* = (ai + aj)*, et pour (ei+ 5) = (an + i)Tt des minima 
A' ^ («1 — Og)" qui pourront même être nuls si a, ^ «j. 

Ces maxima et ces minima se suivront à des intervalles 
réguliers; soit 9 le temps qui sépare deux maxima; deux 
maxima qui se suivent sont caractérisés pur 

d'où, en retranchant 



et en remplaçant £ par son expression, il vient 
( - — = ■ _ TT' 
r ~ T 

en remplaçant T et T' par les inverses -^i -j^ des nombres des 
vibrations à la seconde correspondant à chaque mouvement 
vibratoire on obtient 

" "" N'— N' 
le nombre n des maxima à la seconde est donc 

Le nombre de maxima à la xeconde produits par deux 



\ouvements vibratoires de périodes inégales es{ égal à 
i différence du nombre de leurs vibrations à la seconde, 

19. HouTement périodiquement uniforme Le mou- 

jeinenl périodiquement iinifurme est celui qu'on obLieal 
prsqu'oii compose un mouvemenl vibratoire simple avec un 
bouvemeiit lectilignc uniforme sur la droite sur laquelle 
^exécute la vibration. 

Soit 

x' — Xa+ Vtjl 

ation du mouvement unifurine, où \\ est une constante, 
t suit 

réquation du mouvement vibratoire. 

L'équation du mouvement résultant sera, d'après les ihéo- 
ties précédents 

k-itesse sera donnée par la formule 
.) V.^ = .,. + .„c..,„,^i, 

pt l'accélération sera 



B. - MOUVEMENT CUKVIUGNE. 
20. Mouvement curviligne sur une trajectoire donnée. 

Vitesse. — Soient M et M, les positions du mobile sur 
trajectoire aux instants (et ( 4- i(. Portons sur MM,, dans 
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le- aen* MM,, une liingiipur MVV rgoleà 
le veripiir MW s'appullr vilessr 



corde MM, 




UngenL k la Irajecloire en M, qu 



'3): 

oyenne du nioLile pen- 
dant le temps A/; c'esl 
la vitesse que posséde- 
rait un mobile fictif 
anime d'un mouvement 
rectJligne uniforme qui 
parcoun-ail le segment 
de droite MM, dans le 
temps ^l. Lorsque A{ 
tend vers erro. la >-iiesse 
moyenne MWtend vers 
un vceiour limite MV, 
l'un appelle vitesse du 



mobile à l'instant t, et qui représenle celle vitesse en gran- 
deur, direction et sens. 

Supposons le mouvement défini par la trajectoire et par 
l'expression de l'arc M«M=;J en fonctifm de /. Comme le 
rapport de l'arc MM, à la corde MM, tend vers l'unin;^ qui 
A< tend vers leéro, la vitesse a pour valeur aLsolue 



cMM, 



(h 



Si l'on nii^ne la tangente à la trajectoire MT dans le t 
des arcs positifs, la vitesse est dirigée dans le sens MT, oi 
sens contraire, suivant que -j- est positif ou nég'atif. Donc la> 
valeur algébrique c de la vitesse estimée positivement dans 
le sens Mï est -j-- Quand cette vitesse v est constante en 
grandeur et signe, on, dit que le mouvement curviligne est 

Accélération. — La conception de l'accéléralion dans les 
cas les plus simples appartient à Galilée. 
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^.Soient MV, M, V, les vilessea du mobile aux instants 7 et 
- At (Jig. 24). Menons par M un vecteur MU égal et paral- 
te à M, V, et soit MH la diflé- 
Jbce géométrique entre MU '^'Ë- ''<■ 

IMV, c'est-à-dire la g^i'iindeiir 
bïmétrique qu'il faut cnnipo- 
r avec MV pour obtenir MU. 
1 porte sur MH une lon- 
|eur MI égale à -^> I.- vec- 
MI est y accélération 
yenne du mobile pendant le temps i(. Quand A/ tend v 
, ce vecteur MI lend vers une limite M J, qu'on nomni 
\eélération du mobile à l'instant t. 
Comme le plan MVU a pour limite un plan appelé ploi 
ufaleuren M à la trajectoire, l'accélération MJ est situ^ 
i lepbnoseuhilrur. 

l2'- Hodographe. — On ranu^ut- facilement la nntinnd'ac^ 
fération à celle de vilesse. Un point M élant en mouven 
e trajectoire (Jig. 24); on mène par un point fiic a 
mire A{Jîg. aà) un vecteur A/ïi égal et parailèleà la vit 

du mobile M à Tinslant f 
|iand C varie, le vecleur Aw 
nge et décrit une surl'ace co 
, son extrémité m constiiui 
i nouveau mobile parcourant, su 
Icâae, une trajectoire curviligne i 
Jpclée hodographe. 
Bl-a vitesse dece nouveau mobile» 
h, à cbaque instant, égale et pa- 

llèle à l'accélération du premier M. En effel, à l'instant ï-)-i( 

mobile m occupe une position m , , telle que A m , soit égal 

Iparallèle à M, V, ou à MU : par conséquent mm, est égnl 

1 parallèle à VU ou à MH, La vitesse inojcnne du point m 



Fig. i5. 




sur l'hodugraplie pendanl l'inlervalle ^l esl un vecleur 
dirigé suivaot mnii et rgal à —r~ '■ cette vitesse moyenne 
est donc égale et parallèle à l'accfSIération moyenne M 
du premier mobile M, En faisant tendre A( vers aéro, 
plan A/?im, tend vers le plan langent à la surface coniqi 
suivant Am, plan qui est parallèle au plan osculateur à 
trajectoire au point M, el l'un voil que In vitesse mj du m 
bile m à l'instant ( est égale à l'accéléralion MJ du mobile 
au même instant. 

-23.. Dérivées géométriques. — Leur application à la dâ 
finition de la vitesse et de l'accélération. — Soit un ve 
leurOM dont l'urigitii' O l'sl lise (/(g. '.',6) et dont rextrémilé 
est animée d'un mouvement déterminé de fai;ou à décrii 
une certaine trajectoire; à l'instant ( 
vecteur a une position OM, à l'instant (-t- 
unc position OMi- L'accroissement g 
métrique du vecleur est la différence géi 
métrique 

(OM,) - (OM), 

c'est-à-dire un vecteur égal à MM( . Le ra 
port de cet accroissement à l'accroissement du temps est 
vecteur MB 



Kig. î6. 






;clion eL même s 



que MM,. 



Quand A( tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers un 
leur limite MD tangent à la trajectoire qu'on appelle dêriv, 
géométrique du vecteur OM. 

D'après cela, la dérivée géométrique d'un vectei 
variable, d'origine fixe, est la limite du rapport i 
l'accroissement géométrique du vecteur à t'accroisi 
ment if du temps, quand Af tend vers zéro. 
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On voti alors immédialement, d'après la dérinitioD même 
de la vitesse moyenne cl de la vitesse, que ; la vitesse d'un 
poirzl M est la dérivée géométrique d'un vecteur issu d'un 
point fixe quelconque et allant au mobile. 

On voit de même, d'après la définilion de l'accéléra lion à 
l'aide de l'hodograpltc, que : l'accélération d'un mobile M, 
à un instant quelconque, est égale à la dérivée géomé- 
trique d'un vecteur Km, d'origine fixe h.{fig. ao), égala 
la vitesse MV du mobile. 

L'accéiéralioD apparaît alors comme élanl la vitesse avec 
liirjuelle varie le \eeleiir vitesse. 



23. Projection de la dèri-vèe géométrique d'un vecteur 
BUr un axe. — Soit un vecteur OM d'origine fixe O : consi- 
dérons les projeclions de ce vecteur sur un axe fise, les pro- 
jections étant faites par des plans parallèles à un plan fixe. On 
peut toujours supposer que Taxe passe par O, car les projec- 
'îoQs d'un vecteur sur des axes parallèles sont égales. 

Soii alors Ox l'axe sur lequel on projette, les projections 
^^nt faites parallèlement au plaii^yOs- 

^a projection Ont du vecteur n'est autre chose que l'abi- 
*'=isse X du point M dans le 

'^.î'Slème d'axes obliques ou ^'^- '> 

■■eciangutairesOj;, O^, O ::. 
^ ''instant (-|-A( le veelenr 
*^cupe une position OM, 
T^*'S- 27) ajanl pour pro- 
J^^tion x-^-^x; le vecteiir 
"^M, , différence géomé- 




tri, 



P-^Ur 



que de OM, et OM, 



projection 



la différf 



des projections de OM, et 



OM , c'est-à-dire {x -\- Aa;) — x=: A.x. Le vecteur 
^B = — -i étant égal au vecteur MM, divisé par &t a pour 



projrction hi (nfijcttinii ilr llM, divi^ie par ai. < 

Enfin, en supposant que Ai Leitde vers zéro, le vccleur MB 
tend vers la dérivée géométrique MD ùv <.)M et sa projection 
tend vers la limite -jj on .r^, <|ui fsl la proji'Clion de la di'rivée 4 
géométrique MD. ' 

En résumé : ta projection de ta dérivée géamétrique 
d'un vecteur, d'origine Jîxe, sur un axe, est égale à ta dé- 
rivéede la projection du veclcur sur cet axe 

21. Projection orthogonale de la dérivée géométrique 
d'un -vecteur sur le vecteur lui-même. — Appelons r U 
lon«;iioiir OM du vccifiic d'ori^^ine fixe O; quand ie temps ■ 
varie, le veuli-iir cliangc de lunfjueur et de direction, r csl une ■ 
certaine fonntion du temps. Prenons sur le vecteur OM, à 
l'instant (, comme sens pusilif, le sensOM ; alots ta projection 
orthogonale de la dérivée géométrique de OM sur OM est 
égale à -r- ou r\. 

On peut déduire ce théorème du précédent. Prenons un J 

axe fixe quelconque Ojt et projetons orthogonalemeut iel 

vecteur OM sur cet aie. En appe^^ 

Fig. î8. lani (^fig, 28) r la longueur OUtJ 

et l'angle jtOM, on a 



Les quantités /■ et varient enj 
fonction du temps. 
La projection de la dérivée géométrique MD de OMli 
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Cette formule est vraie quel que soit le choix de l'axe Ox; 
dès lors, pour avoir la projection Dr de MD sur OM, pre- 
nons pour axe fixe Ox la position OM du \ecteur à 
l'instant t. Nous aurons 



et par suite 



e = o 



'^ dt 



23. Applications : Premier problème. — Quelle est la con^ 
dition nécessaire et suffisante pour que la déris^ée géomé- 
trique D rf'wn vecteur OM soit constamment dirigée 
suivant ce vecteur. — Nous allons montrer que cette condi- 
tion est que l^ orientation du vecteur soit constante. 

En effet, actuellement, le vecteur dérivé se confond avec 

sa projection sur OM. Le segment MD, estimé positivement 

dans le sens OM, est donc ^ en appelant r la longueur OM. 

La projection de ce segment sur un axe fixe quelconque O^ 

est 

6 étant l'angle :rOM. Mais, comme la projection x de OM 
sur Ox est 



X = r CCS 6, 



Fig. 29. 



. Où a aussi 



Y. dx dr • A ^^ 

"x=^ -r =-7-cosO — r sm -7- • 
dt dt dt 




Comparant ces deux formules, on 
voit que rsinO-i- est nul; comme r et 9 sont différents de 

^ ' 2? ^^^ ^"^' ^^ ^ ^^^ constant. 

L»' angle de OM avec un axe fixe O^ {fig* 29) pris arbi- 



•..' - 
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IrairemenV élanl conslanl, OM h une orienlalioa fixe cIj 
- l'espace. Celte condiiioa nécessaire esl évidemmenl su 
santé. 

On peut se rendre compte, approumalivemcnl, de ce 
condition en remarquant que, si l'orientalion du vecU 
change, comme dans \a Jig. 2^, la dérivée MD du vecU 
fait avec le vecteur un angle qui est dilTérent de zéro com 
é tant l'angle de la tangente MD à la trajectoire de M avec Oi 

Deuxième problème. — Quelle est la condition nécessaù 
el suffisante pour que la dérivée géométrique d' un veclef 
soit constamment normale à cevecteur? — Cette conditîg 
esl que la longueur r du vecteur reste constante. En effi 
bÎ le vecteur dérivé D est constamment perpendiculat 
sur OM, sa projection sur OM est constamment nulle, 
cette projection esl -j-' On a donc 

dr 

-j- —n, r = const. 

Réciproquement, sir esl constante, -j eslnul etieveclei 
est perpendiculaire sur OM. 

Onpcut se rendre compte approximativement de cerësatj 
en remarquant que, si r varie, la tangente à la trajectM 
de M est oblique sur OM; si, au contraire, r est constant) 
point M décrit une courbe située sur une sphère de centre 
et la tangente MD à cette courbe esl perpendiculaire 1 
rayon OM. 

Troisième problème. — Quelle est la condition nêcessat 
et suffisante pour que la dérivée géométrique d'un vede 
soit nulle? — Il faut et il suffit que ce vecteur soit consi 
en grandeur, direction et sens. 

En effet, si la dérivée géométrique est nulle, sa projecli 



cinGmatiqde Ht point. 
Sur uu ase Ox ({uelconi]ue est nulle. Or celle projectioiL'l 
est ^, 2^ désignant la projection du vfcleursur l'axe; donc^ 
esl constant; celle propriété ayant lieu pour un axe quel-*! 
conqiiCj l'extrémité M du vecteur est fixe. 

On peut dire aussi que, la vitesse de rextréuiité M du \ 
vecteur étant nulle, celte extrémité esl fixi?. 

26, Hodographe d'un mouTement rectiligne varié. 

Soit lin mobile M parcourant l'axe Ox d'un .mouvemenlj 
varié et possédant à l'iustant ( la vitesse représentée par 1« 
vecteur MV (Jig. 3o) ; pour tracer l'hodograplie de ce mouve- 
ment, prenons une origine fixe O' et menons, à partir de cetl»J 
l'riginp, un segment O'M' égal et pandlèlc à MV. Quand tX 



varie, la vitesse du mobile M change de grandeur, mai 
<le direction ; les points M', que l'on obtient par la construc- 
n de l'hodographe, se trouvent donc tous sur la droite O'jP 

èle à Ox, et l'abscisse x' du point M' sur cet a 
ir construction égale à la vitesse du point M, 
i la vitesse du point M était constante, le point M' dej 
Xiographe serait immobile; la vitesse du point M étant! 
e avec (, le poini M' se déplace lui-même avec une^ 
e qui est l'accéléralion du mouvement du point M. 
I U est facile de constater que, dans cette application de 
Vimdograplie à l'étude du mouvement rectiligne varié, nous 
s reproduit les termes mêmes du n°H, où nous avons 
ti l'accélération dans un tel mouvement; l'accord est donc 
plel entre ce mode de représentation cinématique de 
■accélération et sa définition même. 
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27. Mouvement oiroulaire varié; son équation angu-* 
laire ; vitesse et accélération angulaires. — Supposons un 
poînl M assujetti à se déplacer d'un mouvement varié sur une 
circonférence de rayon R (Jig- 3i). Sa position M dans le plan 
à chaque instant sera définie par sa distance constante p = K 
à l'origine O et par l'angle 

(I) e = ^(/) 

que fait avec une droite fixe OxI?l droite OM, cet angle étant 

compté positivement dans un certain 
sens de rotation et négativement en 
sens contraire; la forme de la fonc- 
tion o est quelconque quand le mou- 
veiticnt circulaire est varié, et la rela- 
tion (i) est V équation angulaire 
du mouvement. Soit if la vitesse du 
point M à l'instant ^estimée posi- 
tivement dans le sens positif des 
angles; appelons to la vitesse du point m situé à l'unité 
de distance du centre; comme tous les points du rajon OM 
décrivent des arcs homothétiques dans le même temps, leurs 
vitesses sont proportionnelles à leurs distances au centre : on 
a donc 

(2) — = — ou p = wR. 

^ Kl 

La quantité to prend le nom de vitesse angulaire; sa 

dérivée, par rapport au temps -r-, est V accélération angu- 
laire. 

Si nous appelons l'angle formé par le rayon mobile avec 
la direction 0:r à l'instant ^ et 9 -4- A 9 l'angle à l'instant t -h A/^ 
la vitesse to du mobile sur la circonférence de rayon un à 

l'instant t est, en grandeur et signe, la limite -7- du rap— 
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5f 



AO 



port, — ; on a donc 



^0 ,, , 

dt ' ^ ^ 



rfe 



Dans le cas du mouvement uniforme, (o = ^ est une 

constante ; le point M décrit alors des arcs égaux en des temps 
égaux, sa vitesse i^ est constante en grandeur et signe et son 

accélération angulaire est nulle; l'équation angulaire d^un tel 

mouvement est 

= IMt. 



28. Hodographe du mouvement circulaire varié; 
accélérations tangentielle et normale. — Soient M et M' 
deux positions infiniment voisines du mobile M sur la circon- 
férence de rayon R aux époques ^ et ^ -|- A^, et soit A6 l'angle 
des deux droites OM et OM' {fig^ Sa); par le point A 



Fig. 3i. 




lûenons Am et k.m[ égales et parallèles à V et V + AV vitesses 
du mobile au'x mêmes époques; l'accélération moyenne 

^^^-Tpj elle tend à la limite vers la dérivée géométrique du 

vecteur Am. Abaissons du point m la perpendiculaire m H 
sur Am' ; le vecteur mm! peut être considéré comme la. somme 
géométrique des deux vecteurs /nH etH/n' et, par suite, l'ac- 
célération moyenne est aussi la résultante des deux compo- 

sautes^ et "'^' 



u 



M 



■ . '-r : : 
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L'angle des droites Am et Am' étant le même que celi 
des droites OM et OM', c'est-à-dire AO, on a, puisque ^ et 4 
ont le même signe, 



mil csinAO AO sinAO 



= V 



A/ M A< A6 



Cette composante que nous appellerons f,i est, à la limite 
dirigée suivant la normale à la vitesse, c'est-à-dire suivai 
le rajon, et elle a pour expression 






•k/^ -— o -— — z^ fi»t R 



car le rapport du sinus à l'arc tend vers l'unité. 

Quant à la composante —rr-y elle tend vers la projectio 

orthogonale de la dérivée géométrique du vecteur A m sur ! 
vecteur lui-même; elle est donc (n** 24) dirigée suivant 
tangente, et est en valeur absolue égale à la valeur absolue c 
la dérivée de la grandeur Am de la vitesse par rapport a 
temps ; la valeur algébrique yt de cette limite estimée posit 
vement dans le sens positif des angles est dans tous les ca; 

en grandeur et en signe, Vf= — = H -^ > comme nous le moi 

trerons au n® 32. 

Donc l'accélération d'un point mobile sur une circo} 
férence se compose d'une accélération tangentielle éga 
à la dériifée de la vitesse par rapport au temps ou a 
produit de l'accélération angulaire par le rayon, et d'uw 
accélération normale, dirigée vers le centre fJu cerct 
égale au carré de la vitesse divisée par le rayon, m 
au produit de ce rayon par le carré de la vitesse ang 
la ire, 

29. Moti vement circulaire uniforme. — Le mobile 
décrit la circonférence de. rayon R avec une vitesse (^ co 
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stante en grandeur, mais variable en direction; il y a, par 
conséquent, une accélération. 

Appliquons la construction de l'ho- 
dographe : soit M(^ la vitesse du point 
M, menons par le point O une droite 
OM' parallèle et égale à Mi^; le lieu 
de W est évidemment une circonfé- 
rence de rayon if que le point M' par- 
court dans le même sens et dans le 
ffiême temps que M emploie à parcourir 
ia circonférence de rayon R {^g* 33). 
Le rapport des vitesses (^ et y des 

points M et M' est le même que celui des rayons R et <^; 

un a do^c 




.l'oii 






r 



ï=-D- 



R 



Lai vitesse y du point M' de l'hodographe est Taccéiération 
du point M se déplaçant d'un mouvement uniforme sur 1h 
circonférence ; figurons cette vitesse en M'y et menons par 
*^ point M une parallèle My égale et de même sens; ce 
vecteur figure l'accélération du point M; elle est donc con- 
fiante en grandeur et dirigée vers le centre de la circonfé- 
^ciice suivant le rayon. 

Ces conclusions peuvent d'ailleurs se déduire immédiate- 

*^^nt du cas général ; puisque ç est constant, -^ est nul et 
* accélération tangentielle est nulle; l'accélération totale se 
^^duii donc à sa composante centripète ^5- ou 10^ R. 

Si l'on appelle T la durée d'une révolution, c'est-à-dire 
*^* temps que le mobile met à parcourir la circonférence, 
on a 

27rR 



9.71 



W = 



et 



V = 



'1^ > 



,,1.^.11. 



Quand les innchines. iloiil c^^rlainKS pirce^ lournrnl, ont 
pris leur régime Donnai, on caracK^rise d'habitude leur 
fnouvGuieDl par le notnlitc n de tours qu'elles exéculenl à la 
minute. 

L'espace a/iTC déo'il parle poîni. m sur la circonférence de 
rayon un d'un inouvemeat uniforme, en une minute, mesure - 
la vitesse angulaire â la minute, et —^ = w est la vitesses 
angulaire à lu seconde; celte formule peut servir à résoudre: 
le problème inverse. 

La vitesse à la secoude d'un point sitUL' .sur la pi^ce qnS 
tourne à distance R de t'axe est 



Cette même formule 



peut servir à traiter le problèmw 
inverse : A combien de loiirs à. tî»-^ 
minute faut-il faire tourner un as» ^3 
pour qu'un point qui lui est lié, s 
dislance R, ait nui' vitesse <.' à lem-"^ 
de? 

30. Projections du mouve ^^ 
ment circulaire uniforme su: -^ 
deux, axes rectangulaires. — — - 

Supposions un mobile M se dépla..^* 
çanl d'un mouvement uniform^^^ 
dans le sens inverse des aiguilleras 
d'une montre, avec une vitesse angulaire w sur une circon^^ 
fërence de rayon R {_^g. 34); soit Mo sa position au lemp^^' 
léro dfîfinie par l'angle MoO^=oi| et soit M sa positior^* 
au temps / définie par l'angle MOMo^^ := w(; tes cooi — — " 




• CINÉMATIQUE DU POINt. ' 55 

données du point M à l'instant ^, ou les équations du mou- 



vement, sont 



x^ ;2? = R cos(a)/ H- a), 
^ ^ r= R .sin(w< -4- a). 

On l'appelle le mouvement circulaire uniforme gauche. 
Si le mouvement est droit ^ on doit changer dans ces 
équations w en — (o ; elles deviennent 

^a7 = Rcos(a>^ — a), 
^ y =. — Rsin(w^ — a). 

L'équation delà trajectoire est dans les deux cas 

a?2-hj^«— R2. 

t) ans le mouvement direct, par exemple, les composantes 
<je la vitesse et la vitesse ont pour expression : 

—r = — toR sin('ii< 4- a) = — wy, 

dy 

-~ = wR cos(to^ -4- a) —iiiXj 
dt 

(;2= w2(a7Î-l-jî), (^ = a)R. 

^ accélération y == w^R dirigée suivant la droite MO, vers 
^^iitre, a pour projections sur ces axes 

"(x = — 0)2 R cos ( wj -+- a ) = — oi^x, 
Yy = — (j>*R sin(w^ -t- a) = — ^^y. 

^1. Application à une trajectoire quelconque. — Pour 
^^ trajectoire quelconque, nous avons vu que l'accélération 
^^ la dérivée géométrique d'un vecteur A m d'origine fixe A 
S^l à la vitesse du mobile. On peut alors immédiatement 
^^oudre les problèmes suivants : 



•__. 
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Premier problème. — Quelle est la condition nécessaire 
et suffisante pour ijue l'accélération du mouvement soïl 
constamment tangente à la trajectoire? — Comme la 
vitesse esl langcntL' h la Irajpctoirc, cela revient à demandeE 
quelle est la rontlilioii pour i]iie l'acc^'lération ail même 
direction qiiP la vitesse. Miiis raccélératton Psl la dérivée 
géométrique d'un vectvur Am égal à la vitesse; il faut donc 
cheroher dans quel cas la dérivée du vecteur \m a même 
direction que ce vecteur. Pour cela il faut et II suffit qi 
vecteur Affi, c'est-à-dire la vitesse, ait une orientation fixei 
La vitesse a^ant une urientatîun fisc, le mouvement est recti' 
ligne. En elTet, on peut toujours prendre trois axes O j-, Oj', 
O 2, dont l'un, Ox, soit parullèle à la direction de la vitesse; 
alors, en appelant j- et j les coordonnées du mobile, les coin 
posantes de- la vitesse suivant les axes Oy et Os sont nulleSi 

dy _ rf= _ 

',ti " " ^^ ili ~ "' 

donc y e\ z sont cnnstiinls cL le poînl décrit une drotl 
parallèle à Ox. 

Nous avions vu, dans la théorie du mouvement reciilîgni 
que, pour un tel mouvement, l'accélération a même directioi 
que la vitesse; nous venons de démontrer la réciproque : 1 
mouvement rectiligne est le seul qui possède cette propriété 

Deuxième problème. — Quelle est la condition nécessaïr 
et suffisante pour i/ue l'accélération soit conslammen 
normale à la trajectoire. — Si l'accélératloa est normal 
la trajectoire, elle est normale à la vitesse : or l'accélérati 
est la dérivée géométrique d'un vecteur Km égal à la vitesse 
la longueur r de ce vecteur est précisément la valeur numé 
rique ± y de la vitesse. On veut que la dérivée du vecteur li 
soit perpendiculaire : pour cela il faut et il suffit que 
vecteur ait une longueur constante (a5), c'est-à-dire que . 
vitesse ait une valeur numérique constante. 
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Troisième problème. — Quel est le mouvement le plu8\ 

'/■al don! l'accélération est nulle? — La déri 

Bfomélnr[ue du vecleur Am, égal à la vitesse, esL nulle. Ce 1 

|cleur esl donc constant en grandeur, direction et sens. Lai 

jesse étant constante en direction, le mouvement est rectï-; 

e ; la vitesse étant aussi constante en grandeur, le mouve-'fl 

int est uniforme. Le mouvenienl est donc lecliligne et\ 

jrme. 

ns ce cas riii)d<)};ra[]hc esl un point. 

. Expression générale de l'accélération tangen- 

lelle accélération tangentielle 
projection de l'accélération du l'ig. 35. 

e M sur la tangente à la In 
^e en M. 

nons une origine O' sur ta 
^CRtoire et uix sens positif O'S 
br le» arcs. Soient, à l'instant t. 
Ha position du mobile, 5 la va- 
r algébrique de l'ai-c O'M, et 
^la tangente dans le sens positif. Nous 
(ctenr vitesse MV est langent à la trajectoire et que 
.ilgébrique v, estimée posilivemenl dans le sens MT, est 

- ^ 

Dans la Jig. 35 le mobile esl supposé marcher dans le 
-ens négatif; s diminue quand ( croit; v est négatif. Soient y 
rnccéléralion du mobile, y, sa projection sur MT, celte pro- 




déjà vu que le 
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jection étant positive si elle îi le sens Mï, nég^ative dans le 
cas contraire. Nous allons démontrer qu'on a 

dv d* s 



1t = 



dt dt* 



En efl'et, supposons d'abord la vitesse v positive ; alors le ; 
sens de i^ se confond avec celui de MT, et y^ est la projection 
de Y sur la vitesse ; or y est la dérivée géométrique du vecteur 
vitesse de longueur r = (^; la projection de y sur ce vecteur 
lui-même est donc (24) 

dr dv ^ 
di ^ dt' 

la formule est démontrée pour ce cas. 

Supposons ensuite la vitesse r négative; alors le vecteur 
vitesse est en sens contraire de MT et y^ est égal et de signe 
contraire à la projection de y sur le vecteur vitesse; mais, en 
appelant r la longueur du vecteur vitesse, on a r = — r; la 
projection de y sur le vecteur vitesse est 

dr ^ dv 
dt ~~~ di' 

et sa projerlion sur MT est encore 

dv 
^^^=d7' 

Nous avons ainsi l'expression algébrique de la projection 
de l'accélération sur la tangente. 

On démontre que l'accélération y est dans le plan oscula- 

teur en M du côté de la concavité de la trajectoire et que la 

projection y,j de l'accélération sur la normale principale à 

la trajectoire est 

v^ 

p désignant le rayon de courbure en M. Ce résultat est 



l'extension à ane courbe quelconque du ihéorème que nous 
avons démonlré pour une trajectoire circulaire ; od peut s'en 
rendre compte approximativemenl en reinarquanL que, sur 
une petite étendue, an voisinage d'iin point M, «ne courbe 
quelconque peut être confondue avec un arc de cercle ajani 
pour plan le plan osculateur en M, et pour rajnn le rayon de 
courbure en ce poîni. 

Si, dans un mouvement, on connaît ces deus compo- 



santes langenlieUe ft et normal* 
lion Y f^n faisant leur somme gi 
l'accéiiïration est y = ^y^ -i- yl. 



, on ol)tienl l'i 



îcéléra 



icHriqne: la grandeur de 



33. Application à la discusaioa d'un mouvement sur 
une trajectoire donnée. — L'espression de l'accélération 
tangcntielle suffit à l'aire reconnaître la nature d'un mouve- 
tnenl sur une trajectoire donnée : 



"Siv.^ 



- est constamment i 



ulle a 



aussi et, 

par suite, v est une constante; le naouvement est donc tel qt 
sa vitesse change de direction avec le temps, puisqu'elle res 
toujours tangente à la trajectoire, mais reste constante ( 
grandeur : c'est le caractère d'un mouvement curviligne uni- 
forme. Réciproquement, si v est une constante, ^ est nul et 
par suite aussi -t-^ ; la condition nécessaire et suffisante pour 
que le mouvement soil uniforme est donc 

_ rf's _ dv _ 

^'~ W= " rfZ ~ **■ 

a" Si -^ es! différent de zéro, le mouvement est varié, 
puisqu'on appelle ainsi tout mouvement qui n'est pas uni- 
forme. Il peut être accéléré ou relardé si sa vitesse croît ou 
décroit en valeur absolue, c'est-à-dire suivant que le carré c" 



6o COURS DE MECANIQUE. 

augmente ou diminue. Le mouvement est donc accéléré si la : 
dérivée 

d(v*) dv d^s 

est positive; il est retardé quand cette même quantité est 
négative. On peut dire aussi que le mouvement est accéléré 
quand v et yr ont 'e même signe, c'est-à-dire quand les 
vecteurs vitesse et accélération tangentielle ont le même sens; 
il est retardé dans le cas contraire. 

3® Si Taccélération tangentielle -tt^ est une constante y^, 
on a 
. . d^s dv 

il en résulte que ç^ = Co-f- y^^, ^o et y^ étant des constantes; 
et enfin on peut écrire 

ds 
d'où résulte 

(2) 5 = 5^_|_j;^j/_l- _ Yr<*, 

a 

la courbe est donc parcourue d'un mouvement uniformément 
varié. 

Réciproquement, si la courbe est parcourue d'un mouve- 
ment uniformément varié, on peut passer par difFérentiation 
de l'équation (2) des espaces à l'équation (i) 

i. 
\ 

l'accélération tangentielle est constante; l'équation (3), dans 
laquelle y^ est constant, est donc la condition nécessaire et 
suffisante pour que le mouvement curviligne^soit uniform^ 
ment varié. 
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4® Si l'accélération tangentielle y^= -^ est de la forme 

û?* s dv 
(i) Y/= Tj;i = -77 =«****c<^sw<, 



dt* di 



on peut écrire 



i> = (^Q-H au) sinu)^ 



et 

(2) s=5o-f-Vo^ — acoso)^; 

le mouvement est alors un mouvement périodiquement uni- 
fornae. 

Réciproquement, si le mouvement sur la courbe est pério- 
diquement uniforme, on peut remonter de l'équation (2), qui 
le représente, à l'équation (i),qui est donc la condition 
nécessaire et suffisante pour que le mouvement soit pério- 
diquement uniforme. 

Pour que le mouvement forme une vibration simple, la 
i même condition. est nécessaire, mais elle n^'est pas suffisante; 
il faut de plus que ç>o = o» Or y^ peut se mettre sous la forme 

et, si i^0 est nul, on a 

L'accélération tangentielle est, en un point quelconque M de 
la trajectoire curviligne, proportionnelle à l'arc s — s^ et 
dirigée dans le sens qui va vers le point fixe 5 = 5©. C'est la 
condition pour que le mouvement constitue une vibration 
simple. 



6i 
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C. — MOUVEMENT RAPPORTÉ A DES AXES DE COORDONNÉES 

ORTHOGONAUX OU OBUQUES. 

34. Équations du mouvement. 

Trajectoire. — Soient trois axes- de coordonnées O^, 
Oy, Oz et un point mobile M dont les coordonnées x, y, z •- 
sont des fonctions continues données du temps 



(«) 



^ = ?(0^ r = X^O, z^'^it). 



Fig. 36. 



Les équations de la trajectoire S s'obtiennent en élimi- 
nant t entre les équations du mouvement prises deux à deux; 
on obtient ainsi deux équations qui représentent deux sur- 
faces dont l'intersection comprend la trajectoire. 

Chacune de ces trois équations exprime la loi des espaces 

de la projection du mo- 
bile M sur l'un des axes; 
la première, par exemple, 
fait connaître la loi des 
espaces pour la projec- 
tion [X sur O^. 

Si l'on considère deux 
d'entre elles, les deux pre- 
mières, par exemple, elles 
font connaître à chaque 
instant la position dans le 
plan des xy de la projec- 
tion m du mobile M; l'élimination de t entre ces deux équa- 
tions donne l'équation de la trajectoire s 

A^^y) = o 

de la projection m du mobile M dans le plan des xy (Jiff. 36). 
La combinaison des équations (i), deux à deux, fera donc 
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connaître la trajectoire et la loi des espaces de la projection 
de M sur chacun des plans de coordonnées. 

Si par la projection s de la trajectoire S dans le plan des xy 
nous menons un cylindre dont les génératrices sont parallèles 
à O^, la courbe S se trouve sur cette surface; elle se trouve 
aussi sur deux autres surfâîîes cylindriques construites de 
même sur les projections de S sur les plans des xz et desyZf 
et dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oy et à l'axe O^; 
la trajectoire S est donc l'intersection commune de ces trois 
surfaces. 

'Projections de la vitesse et de l'accélération sur un axe ou 
un plan. — Soit M| la position du mobile sur la trajectoire 
à l'instant ^H- A^; portons sur MM|, dans le sens MMi , une 

longueur MW égale à — , c'est-à-dire à la vitesse 

moyenne du mobile pendant le temps A^; les projections de 
la grandeur géométrique MM^ sur les trois axes sont Ax, A^, 
As; celles de la grandeur MW, ou vitesse moyenne, seront 

donc 

\x t^y A^ 

A V Âï ' Â7 ' 

Si A^ tend vers zéro, MW tend vers MV ; on aura donc, 
pour les projections de la vitesse sur les axes à l'instant t^ 

d'T , , ^ dy , , dz , , , , 

Il résulte delà que la projection de la vitesse sur chacun 
des axes est la vitesse de la projection du mobile sur ces 
axes . 

Si m elmx sont les projections de M et M^ sur. la trajec- 
toire s projetée dans le plan des xy^ la vitesse du mouve- 

, 1 i« • 1 corde mmi , 

ment projeté sera la limite de — > et comme la 

corde mmi est la projection de la corde MM^, la vitesse du 



1 
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mouvement projeté est la projection de la vitesse du mo- 
bile sur le plan. 

Pour obtenir les expressions des projections de l'accéléra- 
tion sur les axes de coordonnées, construisons l'hodographe 
en prenant le point O comme origine fixe ; nous mènerons par 
ce point un vecteur OM' égal et parallèle à MV; la vitesse 
avec laquelle se déplacera l'extrémité M' sera l'accélération 
du mouvement sur la courbe ; or, d'après la propriété précé- 
dente, la projection de cette vitesse sur chacun des axes est 
la vitesse de la projection du mobile sur ces axes; les coor- 

données du point M étant X, _y, z, celles du point M' sont -^ > 
-^> -y-> et les vitesses de ces projections sont 






les projections de l'accélération sont donc les dérivées secondes 
des coordonnées (i) du mobile prises par rapport au temps. 

35. Mouvement d'un point : 

1° Lorsque les projections sur trois axes sont des mouve- 
ments uniformes. — Soient 



c 



<r 



dz 



les équations des espaces et des vitesses de trois mouvements 
rectilignes uniformes suivant les axes Xq, ro? ^oî ^, v\ ^\ 
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étant des constantes. Les équations de la trajectoire sont 
celles d'une droite 

x — tq y—XQ z — z^ 
= — - — = — - — . 

La vitesse est à chaque instant la diagonale du parallélépi- 
pède construit sur les axes en portant, à partir du point O, 
des vecteurs ç>, ç' et (^" convenablement dirigés ; elle est donc 
constante en grandeur et en direction et le mouvement est 
rectiligne et uniforme. 

2° Lorsque les projections sur deux d'entre eux sont des 
mouvements uniformes, la projection sur le troisième étant 
un mouvement uniformément varié. — Soient 

• I . dx 

les équations du mouvement; x^^ yo, Zqj (^, v^, ^^ et y étant 
des constantes. La trajectoire est une parabole dans le plan 



y—yo _ z — zq 



— ..» ' 



parallèle à l'axe des x. 

Ses projections sur les plans des xy et des xz sont des para- 
boles : . 

P . .1 /Z — ZoY 

L'accélération a pour projection 

d^x _ d^y __ d^z 

AC. 



dt^ "" ^' dt^ ~^' dt^ '~^' 



■-*■.. ^ ■ 
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Ses projections sur l'axe àcsy cl sur l'axe des z étant nulle: 
elle est parallèle l'i Taie des X, fîlle est de plus égale en 
deur à Y et, par suite, l'accélération du raouveincnl r^sultan 
est égale et paj-allf le à l'accéliVdtion de \a cotnposanle unifoi 
mément varit^e du miiuvemenl. 

Itf). Vibrations elliptiques formées par deux, vibra 
tions simples rectangulaires. — Cnosidérons deux mouve 
ments viliratoires simples qui s'exécutent simullanémenl e 
an point O sur deux axes de coordonnées rectangulaires O, 
et 0>'; l'L^tjualion qui donnera l'élongation du premier étant 
pax exemple, 



jsiwf + a), 



eteell>-.li< 



nd 



l'éliminalidii i\i:. l entre eus deux équations donnerait uni 
relation entre x ety qui représenterai! la trajectoire du poin 
vibrant dans le plan. 

Cette élimination est des plus faciles si nous supposons qui 
les périodes T et T' des deux mouvements vibratoires son 
égales; car alors, puisque l'on a 



Les équations développées 



On en tire facilement les valeurs 



a6.iD(.-p) 
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et en substituant dans 

sin* (Ait -h cos* o) / = 1 
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et simplifiant, il vient, en définitive, 

aî^ï-h 6»a72— 2 ab xy cos {7. — P) = a^b^ sin«(a — P). 

Cette équation représente dans le cas général une ellipse; 
on dit alors que la vibration est elliptique. 

Dans quel sens la molécule vibrante décrit-elle cette tra- 
jectoire? L'ellipse est ^comprise 
entre les droites -i- a, — a, H- 6, Fig- 37. 

— b parallèles aux axes {Jîg. 87); 
figurons-la, et soit P le point de 
contact avec la droite A ; on obtient 
ce point 



X = a. 



en prenant 




oit-hoi =0, 
cos(tùt -+-«) = i; 

il en résulte que y se réduit à 
y = b cos( p — a) = AP. 

Si nous 'donnons un accroissement au temps, on a 

o) ^ -i- a > o ; 

posons cette quantité égale à s^. 



On a 



o)^ 4- a = e*. 



y = b cos(P — a H- £*). 



Si sin(P — a)<;o, y croît, P vient en P', la molécule 
décrit l'ellipse en sens inverse des aiguilles d'une montre; 
rotation gauche. 

Si sin(|3 — a) >>o, j^ décroît, la molécule tourne dans le 
sens des aiguilles d'une montre ; rotation droite. 



?•->.■•■ 
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Celte ellipse esl cvîdeninieiH décrite dans le temps T d'ï 
période, car, si l'on augmeote (de T, :r eljj' rcpreiment 
mêmes valeurs, puisque les arcs sont augmentés de ^7t; c 
te voit de suite en écrivant les équations 






La position de cette ellipse dépend de la différence 
phase. Si l'on a 



il s'ensuit 
l'équation se réduit à 



tl"z'-J.<ilix}-^o; 



la vibration redevient recliligne, elle esl représentée pa 
droite double 

c'est la diagonale du rectangle. 

Si 

le cosinus étant égala — i elle sinus nul, la vibration s'eETecti 
suivant une autre droite symétriquement inclinée par rappo 
à l'aie des x 

L'ellipse est rapportée à ses axes dans le cas où 



On a, en elTet, 



aî_j/«+6'j;>= ti'6' 
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et, si les amplitudes a et è sont égales, la trajectoire prend 
la forme d'un cercle 

on dit que la vibratîoji est circulaire. 

Dans le cas général, les projections de la vitesse sur les axes 
sont 

-7- = — ao) sin(tof -h a), 
-^ = — 6 0) sin ( wV H- p ) . 

Les projections de l'accélération sont 

dix 

-T-j- = — ato' cos(a><H- a) = — w^a?, 

Il en résulte que l'accélération totale est 



Si l'on désigne par p le rayon vecteur du point P, dont 
les coordonnées sont ^ etj^, on a 

p = /a?* -4- y^ 
et 

l'accélération passe donc par le point O, elle est dirigée vers le 

centre suivant le rayon vecteur, et est proportionnelle à ce 

vecteur. 

Dans le cas de là vibration circulaire, on retrouve la formule 

déjà établie 

Y = w'R. 

37 . Mouvement le plus général à accélération nulle. 
— Si l'accélération est nulle, ses projections le sont aussi ; 



*^,.ï*A:^ ^..\:-:...'. 



r.nvKS UE MÉC*NIOTE. 

» adoni: le sysl^mi; (réqiiatîoiis 



,fr' ""• de '' 



Il en résulte qui 



t', ('', v" ëlunl drs ciiuslanles- 

Par suite, les projections de la vitesse surles lroi?.axeâ soi 
des constantes, ta vitesse est constante; on a enfin 



d'où i-Û-suUenl U 



La trajectoire est donc une droite et 1 
définitive, rectilïgne et unifortnc. 



D. - DIAGHAMMES DTS MOUVEMENT. 

{. Diagramme des espaces. — Soii5=/(() Tétjuatio 
d'un mouvement curviligne. On prend deux axes de coo 
données rectangulaires, l'axe des temps 0( et celui di 
espaces Os; on porte en abscisses et en ordonnées les valeui 
correspondantes de ( et de s, mesurées à des écliellea détei 
minées; on obtient ainsi une courbe qui représente 
phiquement la loi du mouvement; on l'appelle la coure 
des espaces ou le diagramme des espaces. C'est la courl 
qui serait représentée en Géométrie analytique par s^^/(^t' 

Repos. ^ L'étal stationnaire d'un corps au repos à un 



CINBIiATlQlt& nu POINT. 

Jpstancp Sa do l'origine des espaces est ligiii 
paraltële à l'ase des temps. 

I MouTemeut uniforme. — 

nformc 



Kst figuré par i 

%) qui 

Pes s en un pci 



ae droite Ali 
coupe l'axe 
ut A tel que 



Pou 



ela 



Fis- 3if 

B 



I^urée par le coefficient an- 

kilaire de la droite Alî, c'est-à-dire que l'on ait i- ^ Langa, il 

iiffîl d'adopter une même longueur pour représenLer l'unité 

é temps et l'unité d'espace; d'ailleurs la vitesse est donnée 

r la différence BC =; ij — s, des 

X abscisses dont la dilTéi 



s espaces correspondant à 
e ti — t,:= I est égale à l'unité. 



I Oraphique des chemins de fer. — Ce sont ces principes 

s élémentaires que l'on applique au graphique des chemins 

E fer; la trajectoire des trains, c'est-à-dire la voie ferrée, est 

lourbe gauche; on représente sur une seule feuille la 

trche de tous les trains sur la voie ascendante et sur la voie 

escenâante pendant un intervalle de vingt-quatre heures, 

1 considérant leur mouvement comme une succession de 

Mouvements uniformes séparés par des repos. 

I Sur l'axe horizontal des temps on figure par vingt-quatre 

-vdlles égaux les heures de minuit à midi et à minuit; 

Lacun de ces intervalles est divisé en six parties égales corres- 

bndant à dix minutes, et l'on trace une première série de 

prallèles à l'axe vertical des espaces passant par les points 

i déterminés. On porte ensuite sur l'axe vertical une 

oitc de longueurs proportionnelles aux distances qui séparent 

fies stations dont on inscrit les noms en face des points qui 



les figurent et l'on trace les horizontales passant par ce 
pointa; sur ce quadrillage on représente pour chaque Lr^ut 
1° la durée de ses arrêts à chaque stotionTpar un'segmeat d\ 
droite parallèle à l'ase des temps; 9.° la marche du traïi 
entre deux sLatinns qui se suivent par la droite qui ;" 
l'heure de difpurt de la première à l'iieurc d'arrivëe à la 
seconde. 

Ce graphique fait donc connaître pour chaque train l'heun 
d'arrivée et l'heure de di^parl à chaque station, sa vitess) 
relative entre les stations, et sa vitesse compai-ée à celle de 
autres trains, d'après l'inclinaison des lignes figuratives, e 
enfin les lieux et les heures de croisement des trains mon' 
lanls et des trains descendants. 

La^^. 40 montre un exemple de ces graphiques. 

Mouvement varié. — L'équation du mouvement est dan 
tous les cas Véquation du diagramme. Dans le cas d'ul 
mouvement varié, s =/({), f[t) étant une fonction coalinui 
quelconque de la variable /; le coefficient angulaire di 
la tangente en un point de la courbe ajant pour valetu 
-j- z^/'f^t) fait connaître, en grandeur cl en signe, la vïtessi 
du mobile à l'instant l; et il est de même évident que It 
coefficient angulaire ,' _^ " f - ^= Tj "^^ 1* corde qui joint deui 
points quelconques fait connaître la valeur moyenne de h 
vitesse dans l'intervalle de temps correspondant. 

Les points où la vitesse s'annule sont les points où la taa 
gente est parallèle à l'axe du temps. Le signe de l'accéléralîoi 
tangentielie est donné par te sens de la concavité ; car, dan! 
une courbe s^/(^l') (5 ordonnée, ï abscisse), la concavité es 
tournée vers les s positifs quand ^-j- ou ft est positif, vers les 
négatifs dons le cas contraire. Les points d'inflexion sont le 
points où l'accélération tangentielie est nulle. 
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HoaTement uniformément varié. — Si le mouvement'^ 
^'Unir»rmémenl varié, la courbe e^l du serond degré et^ 
f sou é(]ualioii 



Enn voit que c'est une parabole coupant l'axe des s au point 

I et yt ^onl positifs, la courbe est représentée 

la Jig'. 4>- ^cs points 

cl B d'ordonnées Sg 

pour abscisses I ^ o 

t ^= — -^; l'abscisse 

sommet S est /i = 

son iinlonn«*e est 



\ 


Fis. (.. 




/9> 




\ i 


/ 






i ;s 


j» 













On voit que le somm 
Cest le point représentatif du point et de l'instant où la vites 
I du mobile s'annule, remarque conforme à celle qui résul 
1 de la discussion du trinôme exposée au n° 12. Toutes les le 
t du mouvement se voient de même sur cette courbe. Si f vai 
I de — 00 a + OD, le point figuratif du diagramme correspoi 
[ à des valeurs de s d'abord décroissantes jusqu'au point 
' qu'il atteint pour / = /,^= — — ; la vitesse est négative com 
\ l'est le coefficient angulaire de la tangente, le mouvem 
est retardé puisque la vitesse tend y 
'' zéro. Le point S du diagramme coït 

pond donc au point O, de la traf 
^ foire (Jig. 4»); à partir de ce point 
croit, la vitesse augmente et le moU 



luent est accch 
Le diagramm 



aleur OP t 



.TIQtJBDCTÔiNT. 

is grande que s,, il existe deux valeurs du temps, ce qui I 
mvc que le mobile passe à deux époques dîslinclea i 

ml point de sa trajectoire; les tangentes Irigononiélriques-B 
!5 angles que font avec l'axe des temps les lan[,'entes menées T 
I Q et en Q' sont égaies et de signes contraires ; les deux | 
lesses correspondantes sont donc égales et de signes con- 
lires : résultats déjà vérifiés. 

Enfin, l'accélération tangentielle étant toujours positive, la^ 
urbe tourne sa concavité vers les s positifs. 

39, Diagrammes de la vitesse et de l'accélération tan- 

[eutieUe. 

VitesBB. — A l'aide de deux axes de coordonnées rectan- 

aiaires, en portant en abscisses les temps et en ordon~j 

es les valeurs correspondantes de la vitesse mesurées i 

s échelles convenables, on obtient de même un dia- 

''amme des vitesses; c'est le tracé de la courbe ayanl pour I 

înation u =:/'((), 

L'état de repos est figuré par l'axe des t, la litessc étant J 
aile quel que soit i; le raouvenienl uniftjrme, de vite5sé> 
inslanie Uo, est figuré par une 
*ile parallèle à l'axe du temps ^'i 

sapmt l'axe des t- en un point B 
i que OB =; ^o en dessus ou en 
ïsous de l'origine suivant 
le Cfl est positif ou négatif 
ig. 43)- Le diagramme des 
esses d'un mouvement varié 

Bne courbe, puisque la vitesse 

inge de valeur à chaque instant; la vitesse étant la dérivée'^ 
l'espace par rapport au temps, si l'équation des espaces! 
,par exemple, mise sous la forme s^/(t), où /(() est vaiM 

■nome développé suivant les puissances croissantes de ( T 



COURfi DE UECAMODE. 

I ei de <legrë n, réqtiatîoii dcb \iiesses se mellra ^ous la foi 

I et le second membre sera un polynôme de degriS n — i . 

Le coefficienl angulaire de la tangente en un point i 
(. diagramme des vitesses aj-ant pour valeur -r- = -j-j fait t 
I naître en grandeur et en direeliun l'accélération tan^ 
' tielleYf du mobile à l'instant l. 

Si le mouvement est uniformément varié, lequalion 
l'itesses est 

v> = "•> + ■(•', 



led 



.lagrai 



de: 



vitesses est doi 



B O 



une droite ; si Co et yt > 

positifs, celte droite cot 

comme dans la Jig. 

l'axe des v au poini 

d'ordonnée f,,; si ( i 

de —00 ù +00, le 

gramme montre que li 

tesse d'abord très grai 

mais négative, tend 

zéro; l'accélération tan 

tielle étant par hjpot 

' positive, r et y, sont de signes contraires, le mouvez 

est uniformément retardé. Au point B d'abscisse (i^- 

L correspond mie vitesse nulle ; ce point B du diagramme 

vitesses correspond au point S du diagramme des esp 

I et au point O) de la trajectoiie. A partir de ce point la vil 

I est positive et augmente au delà de toute limite; le mo 

ment est uniformément accéléré. 

On étudierait de même le cas de f^ positif et ft né 
y, ^ — fj, représenté par la Jig. 45 et par l'cqualioii 
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I Le coefîlîcieni angulaire de ce fliagramme recliligne fatïa 

naître la valeur de l'ac- 
ptératioD langenlîelle en 

et en signe. 
I La vraie valeur de ^t 
■ sera ëgale à tangaL qun 
[ l'unité de temps et l'u- 
i de vitesse sont re- 
ésentées par une même 
Eigueur; dans ce cas, fac- 
turation langentielle est 
Dnée par la différence de deus ordonnées correspondant ) 
ux abscisses dont la différence est égale à l'unité. 

accélération tangentielle. — ËuBn on peut construire^ 
■1^ la même façoo un diagramme des accélérations langea-^ 

" ^llesY( en portant en aLscisses les temps et en ordonnées le^l 
atîcéléralions tangentielles correspondantes. 

L'état de repos cl le mouvement uniforme caractérisé pai 

i»xie accélération nulle à toute époque sont figurés par l'axe!| 

<i es I. Le mouvement uniformément 

Warié, caractérisé par une accélé- ^'S- 1^- 

ktion tangentielle constante, est Y 

feprésenté par une parallèle à ■^- 

e des t tracée à dislance yi au- 

susou au-dessous de l'origine, 

inivaiil que yt est positif ou négatif 



Le diagramme des accélérations "^ 
B tangentielles d'un mouvement varié 

I '=/{/) est une courbe ayant pour équation, par rapport aus9 
|yiesO( et Oy, 

L'élude simultanée de ces quatre courbes, la trajectoire etfl 



les diagrammes des espaces, des vitesses et des accëlëralion 
tangenli elles, permet de se rendre couipte des lois du mouVl 
ment par la seule inspection de ces figures géométriques. 

Il est important de remarquer que, si le mouvement cons 
déré est rectîligne, raccclératimi tangentielle fi n'est autri 
que l'accélération lolule du mouvement; à cette différem 
prés, tout ce qui précède s'applique, en particulier, au moi 
vcment reclilignc. 



40. Diagrammes d'uE 
dique simple I3ans ce- 
la vilessf et l'accéléralio 
soïdales ou cosinusnïdales 



mouvement rectiligne pério- 

sortes de monvemenl l'élongation 

totale étant des fonctions sin' 

c'esL-à-dire des fonctions périi 



diques simples, ou encore des fonctions harmoniques, le 
diagrammes construits d'après la méthode générale indiqui 
sont des sinusoïdes ou des cosinusoïdes ; les retalions i 
position et de grandeur de ces courbes font connaître les loi 
du mouvement qu'elles représentent. 

Mais dans l'étude des mouvements vibratoires en acoustiqa 
ou en optique, on emploie, pour représenter ces cOurbes,ub 
méthode dite cinématique; l'application de celle mêa) 
méthode de iiguratîôn géométrique à la représentation et 
l'élude des grandeurs périodiques qui caractérisent les cou 
rants alternatifs en fait saisir la généralité et l'importance. 

Cherchons à figurer d'abord la vitesse c = b)c sin tu/; pou 
cela, traçons une droite OA faisant avec un axe fixe Ot 
angle lat =^ -=- et portons sur cette droite (^/îg. 4?) un 
longueur OA = uia; l'ordonnée OP du point A a pour ei 
pression 

OP = 0.(1 sino./. 

Cette projection du vecleur OA représente donc, à l'în 
slantl, la vitesse c. 

Imaginons que ce vecteur tourne dans le sens inverse de 
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aiguilles d'une montre autour du point O, avec une vitess^V 
6i>^= W uniforme. Supposons de plus qu'il soit encoïncidei 
avec l'axe Of à l'origine des temps ; la projection de ce vecteO) 
Kig. h- 



C'J^V (lia '' '\ 



chaque instant en grandeur 



I tournanl sur l'axe des y 
et en signe la vitesse u. 

On peut d'ailleurs tracer la sinusoïde, diagramme ordinaire 
des vitesses, en se servant de ce vecteur tournant comme le 
montre la figure. 

vitesse est la dérivée de Télongation x par rapport au 
raps, et avec le choix d'origine que nous avons fait {n" 13) 






Le vecteur figuratif de l'élongation sera donc déterminé 
1 par sa longueur « et il devra présenter, par rapport au vecteur 

figure la vitesse, une difTérence de phase -. c'est-à-dire 
qu'il sera perpendiculaire à ce dernier dans le sens que 
montre la figure; on donne à cette différence de phase le 
nom de décalage; ainsi le vecteur élongation présente, par 




rapport, au veclci 
projection ftui' l'a 



1 décalage en arrière de - . sa I 



og = « 



"("'-ï)— ' 



fera connaiLre à chaque insLant l'élongalioD; on a 
d'aillnurs en U-uils el en points le diagramme ordinaire fîgunmtfl 
l'éqiiatioD du mouvement. 

Ce qu'il importe de retenir, c'est que, pour ces foncliona 
périodiques, eu passant de la dérivée à la fonction primitive,! 
le vecteur prend ua retard-; inversement le vecteur prend] 
une avarice - lorsqu'on passe de la fonction priinilîve à ]» 
dérivée ; 11 en résulte, puisque l'accélération est la dérivée d*l 
la vitesse, que le vecteur OC, dont la projection sur l'axcj 
vertical OR = a(i>'cos<iJi représentera à chaque instant l'accér 
lération totale, sera perpendiculaire sur le vecteur OA et « 
avance de - sur lui, comme le montre \&Jig, 4'J'r 'a t 
en points est le diagramme des accélérations. 

On peut comparer ces résultats géométriques à ceui déjà! 
résumés parle Tableau de la page 28, 

On reconnaîtra d'ailleurs aisément, sur la figure, que ces! 
constructions ne sout, en définitive, qu'une application du| 
principe de rhodographe. 

41. Somme de mouvements périodiques parallèles et ^ 

de même période Celte figuration coniluitù une méthode J 

géométrique simple d'addition des mouvements vibraloiresj 
parallèles el de même période. 

Soit à ajouter deux mouvements vibratoires dont les équ; 
lions sont 



"■•"'{"i-^'): 
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I 

traçons un vecteur O ai = a< faisant avec une droite prise pour 
axe des temps et origine des phases un angle aiï 7=r (^fig* 48) et 

Fig. 48. 




un second vecteur O «2 = «2 faisant avec le même axe un 
angle air^-l-a, la diagonale OA = A représente l'ampli- 
tude de la fonction résultante. On a en effet 

A2 = a} + a| + 2 «1 «2 cos a, 

équation identique à l'équation (3) (n** 16). 

La différence de phase delà fonction harmonique résultante 
est définie par l'angle 8 = AOai 5 on a en effet 

tangS =%= .^îii£f^ 
OP ai-i-a2Cosa 

équation identique à l'équatîon (4) (n** 16). On voit d'ailleurs 
que la projection OQ sur l'axe vertical 



OQ = A sin ( 211 - + j 



fait connaître à chaque instant la fonction harmonique X 
comme le montre l'équation (2) (n*^ 16). 

Il est donc évident que, si ai, a2, A, invariablement liés, 

tournent avec une vitesse uniforme w = -7=7 > leurs projections 

AC. 6 
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sur l'axe des x feront connaître à chaque instant les fond 
composantes et leur résultante. 

On voit que le parallélogramme que nous venons de ( 
struire suffit, pendant sa rotation, à faire connaître les élém 
du mouvement résultant; on peut cependant employer le 
gramme ordinaire et tracer les deux sinusoïdes S et S' cl 
résultante S", obtenue {Jig- 49) en faisant la somme des or< 
nées correspondant à une même abscisse. 

D'une façon générale, on pourra composer de la m 

Fig- 49- 




»_x 



Fig. 5o. 



manière un nombre quelconque de mouvements vibra te 
parallèles de même période : on représentera chaque mo 

ment vibratoire par 
droite de longueur éga 
l'amplitude a\ compte 
partir d'une origine lix 

kfiS' ^^)> ^^ dont la di 
tion Oa^, avec un axe 
O^, représente la p 

-7= — h ai ; l'amplitude 

mouvement vibratoire 

sultant de la superposi 

de tous ces mouvement 

représentée par la ré 

tante OA du polygone construit avec toutes ces droit* 




Fig. 5i. 



<, 
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i' Single que fait OA avec O^ représente la phase du mouve- 
jn ent résultant. 

Ces constructions sont d'ail- 
1 ^ ^rs aussi applicables aux vi- 
t^sses et aux accélérations. 

Si nous composons par 
e:x:emple trois mouvements vi- 
bratoires de même amplitude, 
mais dont les phases diffèrent 

de —t la construction précé- 
dente (Jig- 5i) montre que la 
résultante est nulle puisque le 
polygone est fermé. 

42. Diagrammes du mouvement périodiquement uni- 
forme. — Les équations 
analogues à celles du nu- 
méro 19 : 

s ^SQ+s^^t-^a sin(u)^-H8), 
»'=i'o4-aw cos(to« H- 5), 
Y« = -- aa)2 sin ( to ^ -h 8 ) 

sont les équations des 
trois diagrammes des es- 
paces, des vitesses et des 
temps qui caractérisent le 
mouvement périodique- 
ment uniforme sur une 
courbe; en les rapportant 
à un même système d'axes 
de coordonnées rectan- 
gulaires on obtient les 

trois courbes de la /ig, 52, où l'on a supposé SQ^^^o^aelo po- 
sitifs . 



CLUi 
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Le diagramme d'accélération y^ est une sinusoïde qui coii j^e 

l'axe des temps au point A à distance ; on a figuré 1^ 

courbe correspondant à une seule période; elle est d'abord 
au-dessous de l'axe des / et son ordonnée minimum est — a (o^ ' 
Pour tracer le diagramme des vitesses, on a mené Bpparal-"^ 
lèle à l'axe des t à distance ç^; la courbe est une cosinusoïder 

qui, rapportée à ce nouvel axe, présente au point d'ab- 

8 
scisse une ordonnée aw. 

(0 

Enfin, pour tracer le diagramme des espaces on figure 
d'abord la droite 

qui coupe l'axe des s au point C d'ordonnée OC = Sq et qui 
fait avec l'horizontale un angle a tel que l'on ait 

tanga = i^o; 

■ 

à partir des points de cette droite déterminés par les valeurs 
de t on portera des longueurs égales à a sin{(ùt -+- 8); on ob- 
tiendra ainsi une sorte de sinusoïde rapportée à un axe oblique 
qui présentera des tangentes parallèles à cet axe aux points 
correspondant au quart et aux trois quarts de la période. 



HÉCANIQUE. 

MËCAiNIQUE. 



A. — POINT MATÉRIEL UBHE. 

43. Axes fixes. — On rapporte les positions de tons Icd 
ttorps à un syslème d'axes qlie l'on appelle, par définition, 
px£j absolument Jixes : ce sjsléine d'axes est un Irièdre 
]trirectangle invariablement lié aux étoiles appelées étoiles 



. lie tommencer par le prt 
d'abord le mouvement d'un 



4Î. Point matériel. — Ali 
e le plus simple, on étudie 
^rtionde matière assez petite pour qu'on puisse, sans-erreur 
sitle, déterminer sa position comme eelle d'un point géo- 
Bétrique. Une telle portion de matière s'appelle un point 

atériel. On considère ensuite les corps comme formés t 

I réunion d'un très grand nombre de points matériels, 

KEh même temps qu'il change de position un point maté 

1 peut tourner et se déformer; mais on ne s'occupe, dai 

f qui suit, que de la position du point et non de la mani^ 

I peut tourner et se déformer. 

l L'observation et l'expérience montrent que les points n 

kIs agissent les uns sur les autres : iiinsi les points matériels 

pï constituent un corps appelé solide agissent les uns surleâ 

!j*es de façon à maintenir, à peu de chose près, la forme dtu 

■ corps quand on cherche à le déformrr; deux points électriséM 

s'attirent ou se repoussent ; 

iS, Principe de l'inertie. — Un point matériel livré à 
lui-même a, par rapport aux axes fixes, une accéléraCioia 
nulle. D'aprèsce principe, un point mali^riel livré à lui-mêmw 
fst, ou bien immobile, ou bien animé d'un mouvement recti-H 




Ilf;nc Pi iinirormc (n" 37). Les Jcui cas peuvent se présent 
suivant Ips ronditions initinle^ tinns lL-si]iie1les on jtlace 1 
pdiot : 1° on peiil supposer le poinl U\r6 à lui-même sanl 
vitesse, alors il reste immobile; a" on peut supposer ipj'ft 
livre le point û lui-m^me appi^s lui avoir communique, pa 
un procétii* quelconque, une vitesse V, par exemple aprÈ 
l'avoir lanet^ avec la main; alors il conserve indi^'Jini ment ceti 
vitesse en grandeur, direction el sens, et il prend un mouvi 
ment rcctiligne et uniforme de vitesse V. 

46- Force. — D'apn^s le principe de l'inertie, si l'oi 
observe un point mati^riel possédant une acc<!lëratian, t 
point n'est pa* livrt' à lui-même; d'autres points agissent si 
lui. L'accëidralion que possMe le poinl est donr l'elTet d'ui 
cause extérieure A lui; cette cause est ce qu'on appelle ni 
force. L'effet d'une force sur un point est donc de Un irt 
primera chaque instant une certaine accélération -[■- On ne 
s'occupe pas en Mdcauique et en Physique de l'essence des 
forces qu'il est impossible de péni^trcr; on cherclie, simple- 
ment, à prévoir et à calculer les effets des forces. Dans ce 
but, on caractérise el l'on mesure chaque force par l'effet 
u'elleproduit sur un point ma tciicl, c'est-à-dire par l'aceélé- 
■ation qu'elle lui imprime. 

47. Masse. — Quand un point matériel déterminé, sou- 
pstis à une force, possède, à un instant /, une accélération -j"^ 

■ on représente la force qui agit sur lui à cet instant par um 
rvecleur F ajuut pour origine le point, pour dti'ecLion el sen& 
K'ia direction et le sens de l'accélération y et pour longueur la 
■produit de y par un coefficient positif m, caractéristique d* 

■ point et appelé masse du point : 



Une force est donc représentée par un vecteur; on dit qu'cl 



a pour poinl d'applicalion le point matériel sur lequel € 
agît, qu'elle a pour direction et sens la direction et le sens 
vecteur qui la représente, enfin qu'elle a pour intensité le-l 
aombre qui mesure la longueur du vecteur. On peut rcsumeri 
ce <jui précède en disant qu'une force F, agissant sur un point ] 
matériel, lui imprime une aceéléralion v, liée à F par la rela- 
tion géométrique 

(F) = mCr), 

Lie en grandeur, direelion et sens. 

Quand par la suite nous parlerons d'une force F appliquée j 

point, il faudra toujours entendre par là un certaii 

défmi en candeur, direction ou sens. 

Remarque importante. — Ces faits ne sont rigoureusement I 
is que poiu' les mouvements rapportés au système d'asea ■( 
is indiqué. Mais ce n'est qu'en Astronomie o\i dans le cas J 
ielqu.es expériences tout à fait exceptionnelles (comme lel 
lâole de Foucault, par exemple) que l'on a besoin de se J 
HT de ce système d'axes. Dans l'immense majorité des cas,, 
est permis de prendre un système d'axes lié à la terre : il'J 
résulte aucune inexactitude appréciable, comme le 1 
pfi l'observation, d'accord avec la théorie des mouve- 
ents relatifs. 

iS. Pesanteur; poids : i" Point matériel. — Un point I 

itériel lancé dims le vide prend par rapport à la terre une T 
icélération g, constante en un même lieu, dirigée suivant la | 
icale descendaule du lieu. On dit que cette accélération J 
idne à ta pesanteur ; eUe varie avec la latitude et l'altitude; ] 
ÎSris, elle est représentée par le nombre g8i, l'unité de Ion-' 
MOr étant le centimètre, et l'unilé de temps étant la seconde 1 
! temps moyen. On en conclut qu'un point pesant est, eitl 
lUïttdéterminé, soumis à une force constante dirigée suivant 1 
Verticale descendante; cette force s'appelle le /^oïrfsciiso/u j 
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(lu point. L'intensité du poids absolu d'un point de masse m 
<*st liée à l'accélération g imprimée par ce poids au point par 
la relation 

le coefficient m étant une constante caractéristique du poiat 
matériel considéré. Ce poids absolu varie comme g avec la 
latitude et l'altitude. 

4" Corps quelconque. — On regarde un corps quelconque 
comme formé par la réunion d'un très grand nombre de points 
matériels. La masse totale M d'un corps est la somme de^ 
masses /W|,/W2, ..., nia des points matériels qui le consti^ 
tuent 

M = mj H- /?i2 -H • • • -H nin* 

Les corps que l'on a à considérer, en Mécanique appliquée 
ou en Physique, ont des dimensions assez petites pour que la 
valeur de l'accélération g^ due à la pesanteur, soit la même en 
grandeur, direction et sens dans toute leur étendue. Les 
poids absolus des divers points matériels constituant un de 
ces corps sont alors 

leur somme 

P =/?i-+-i?2-4--.. ■+-/?/* 

s'appelle \e poids absolu du" corps au lieu considéré ; d'après 
les valeurs de /?<,/?2, ...^pnen fonction des masses, on a immé- 
diatement 

P = (mi-f- mj-h. . .-h mn)g = M^. 

Le poids absolu d'un corps en un lieu est donc le produit 
de la masse totale du corps par l'accélération due à la pesan- 
teur en ce lieu. 

Quand un point matériel est retenu par un obstacle, il peut 
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rester immobile ; par exemple, un point pesant placé sur une 
; table ou sur la main de l'observateur reste immobile ; cela 
tient à ce que l'obstacle exerce aussi sur le point une réaction 
OM force, et cette force empêche le poids absolu de mettre le 
point en mouvement. • 

Le point matériel exerce alors sur l'obstacle une action y 
o\jl force pressante, ou pression totale, égale à son poids ab- 
solu. C'est ainsi qu'on peut, très grossièrement, comparer 
entre eux les poids absolus des corps par la sensation de 
l'effort musculaire nécessaire pour les empêcher de tomber. 

49. Les trois unités fondamentales. — En Géométrie on 
n'a à considérer qu'une unité fondamentale, l'unité de lon- 
! f ueur, d'où l'on déduit ensuite les unités dérivées de surface et 
de volume. 

En Cinématique on se sert de deux unités fondamentales : 
/'unité de longueur et celle de temps, et l'on en déduit les 
unités employées aux mesures' des autres quantités, vitesse, 
accélération. 

Enfin, en Mécanique, il faut employer trois unités fonda- 
mentales, les unités de longueur, de temps et une troisième 
unité qui est, suivant les deux systèmes en usage, une unité 
le masse ou une unité de force. 

30. Système C. G. S. — Ce système repose sur ce fait 
:[ue les masses des corps sont proportionnelles à leurs poids 
ibsolus en un même lieu. En effet, soient m, m\ mi' ^ ... les 
nasses de certains corps; jd, ^', p^' ^ ... leurs poids absolus 
3n un lieu où l'accélération due à la pesanteur est ^ : on a 

p = mg, p'^m'g, p''=m''g, ...; 

les quantités /?, p'-^p"^ ... sont donc proportionnelles à m^ 
m'y m"^ .... 

Si 

p = p\ ni = m' ; 



Dl's lur.s ou peut, ù l'aîilc d'une Lalance, comparer cnt 
elles les masses des corps. 

Lorsqu'on pt^se un corjis dans le vide par la inélhude iei 
double pesée, on le place dans un plateau d'une balance, i 
lui fait équilibre avec une tare; puis on enlève le corps 
le remplace par des poids marqués de façon à rétablir l'éqi 
libre. Wans ces conditions, /e corps a même masse que l 
poids marqués, lin effet, il est évident que le corps et 1 
poids marqués faisant successivement équilibre h la mfin 
lare exerceront la même action sur le plateau ; le corps 
les poids marqués ont donc même poids absolu et par suî 
même masse. 

Prenons alors comme unité de masse la masse d'un cent 
mèlrc cube d'eau au maximum de densité; cette uni 
s'appelle le gramme-masse. Tous les corps qui, dans 
méthode de la double pesée, font équilibre à la même tai 
({u'un poids marqué i gramme, ont même masse que ce poid 
marqué, c'est-à-dire même masse qu'un cenlimètre cub 
d'eau ; ils ont donc une masse i . Tous les corps faisant équi 
libre à la même tare qu'un poids marqué 2 grammes ont pour 
masse 2, etc. Tous les corps faisant équilibre à la même tare 
qu'un poids marqué n grammes (n entier ou fractionnaire) 
ont une masse mesurée par le nombre n. 

Conformément aux principes adoptés par la Commissîoiv 
Eri tannique en 1 8^ 1 et par le Congrès des Électriciens en 1 88 1 , 
on a pris comme unités fondamentales : pour la longueur, 1 
centimètre C; pour la masse, la masse du gramme G; pouri 
temps, la seconde de temps moyen S. 

Ce sj'stème d'nnités est le système C. G. S. (cenlimètr 
gram méditasse , seconde). 
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bité de force dans le système C.G.S. Dyne. — Une | 
■qu'on sait mesurer les longueurs, les masses et. les lemps, 
paît mesurer les fondes d'après la relation fondamentale 

F = m-i 

I lie l'intensité de la force à l'accélération qu'elle împrune I 
% point de masse m. L'unité de force sera la force exprimée ' 
fie nombre i ; pour avoir F = i il suffit de faire m = r 

Dans le système C.G.S. l'unité de force est la force qui, 
Isant sur l'unité de masse, un gramme-masse, lui imprime 
[bélération i, les unités de longueur et de temps étant le 

Btimètre eL la seconde. Celle unité de force s'appelle la 

Cette unité est très petite par rapport aux. forces que 
ptntne peut développer avec son syslt^mc musculaire. Ainsi, 
bris, le poids absolu de i gramme-masse (cenlimèlre cube 
fciu) est g8i dynes, car ce poids p imprime à la masse i 
ne accélération de ySi unités; on a dès lors 

p = I X981 =981 dynp*. 

La dyne est donc un poids de l'ordre de grandeur du milt^i 
fframme-p oîds . 

L'effort musculaire qu'on fait en soutenant un poids de i^H 
fsi de 98 1 000 dynes, ou sensiblement une mégadyne. 

Poids commerciaux. — Il résulte de ce qui précède gugj 
les quantités appelées jooj'rfj dans le commerce ne sont pas de» 
|)oids, mais des masses; le poids commercial d'un corps € 
grammes n'est autre chose que sa masse dans le système C. G. S;J 



51. Deuxième système. — On emploie frcquemmentJ 
daiis les applications, un deuxième système d'unités dans lequel'* 
on considère, comme unités fondamentales, les unités de Ion- 



gueur, de/orce el de temps, l'imilé de masse devenanl ali 
une uniti! d^rivt'e. 

Le sjst^mo le plus souvent employé est le siiivanl ; 

Unité de longueur mètre; 

Uniii! de force kilogramme- force ; 

Unité de temp-' seconde, 

le kilogramme-poids ou kilogramme-force étant le poi 
absolu d'un litre d'eau à Paris. 11 est indispensable d'ajoui 
dans la définition de cette unité de force, que te poids abs 
est pris en un lieu déterminé, Paris par exemple, car le po 

absolu d'un corps change avec la latitude el l'altitude. 

Unité de masse dans ce système. -~ Dans ce système, 
niasse d'un point c^t di'linic par la formule 



p étant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces et 
l'accélération due à la pesanteur. Si l'on fait;) = g-, on a m 
L'unité de masse est donc la masse d'un point dont le po 
absolu est "■ kilogrammes-forces. 

A Paris, g étant, avec ce chois d'unitésfondamentales, é 
à 9,81, l'unité de masse sera la massede 9''', 81 d'eau dislill 

à 4'. 

L'inconvénient de ce sjslèine est que l'unité de force, 
kilogramme-force, est une quantité dont la définition e» 
l'indication d'un lieu déterminé à la surface de la terre; 
plus, la niasse d'un corps, qui est une qualité physique înl 
rente à ce corps, est exprimée par des nombres différen 
suivant que le kilogramme-force est défini en un lieu 
l'autre de la terre. C'est ce qu'on évite dans le système C.G. 
pour lequel la définition des unités n'exige l'îndicati 
d'aucun lieu déterminé. 



Gramme-force. — Le ] 



le-force est le poids absolu d' 



■ 
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centimètre cube d'ea 
gramme-force que n 


u à Paris ; c'esL la milHtVrae pariit- du klio- 
0115 venons de définir. 



52- Mesure statique des forces Le sjstème de mesures 

'jiiî consiste a prendie un poids absolu pour Tune des unités 
londamenlalcs a élé le premier employé. Cela tienl à ce que 
l'iiomnie s'est d'abord fait une idée de la force par l'efforl 
qu'il est obligé de faire pour 
siipjiorter un fardeau; d'où 
la comparaison des forces 
aux poids. Cette comparui- 
aoa peut se faire d'une ma- 
nière plus précise à l'aide 
du dj-/ia/iiomètre(_fig. ôi'j. 
Prenons un ressort de 
forme quelconque, dont 
la flexion peut être me- 
surée par une graduation; 
suspendons à ce ressort, à 
Paris, des poids de 1"^, 
de a^^, etc.; nous pourrons noter les flexions correspondantes. 

Alors pour trouver l'intensité d'une force quelconque agis- 
sant sur UD point matériel nous pourrons fixer le point à 
i'exlrémité du ressort, convenablement orienté, et noter la 
flexion correspondante: nous aurons la mesure de la force en 
Idlogramnies-forces. 

53. HomogéDèité dans le système d'unités, longueur, 
masse, temps. Dimensions des unités dérivées. — Si, 




poi 



- le 



app 



ilc 



indisiK-nsable de faire 



système d'unités déterminées, il n'en est pas de même pouj 
Li théorie. Dans les recliercbes théoriques, il est préféra 
de laisser les unités fondamentales indéterminées, de fai 
que les formules obtenues puissent être appliquées à tout 



u 
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-v-îiriif -i' iiiiti"i. Li'H tunmiles iJevant alors subsister, quel] 
.|ui' ^«lit !(' i-liitix ili's tri)is unités fondamea taies, devront 
pri'^fiiliT im* r ri I )it> linmo:;éuinté par rapport aux longueurs,! 
lux ina-- 1'> •'! iu\ îiMiip«i. 

Si [oa rli.m;:<* la ::niu«lfMir d une unité fondamentale, l'ei-j 
j^n'^-ii'ii :iiiiih'ni|iit' d une «piantité. préalablement exprim( 
'•u :"a«ti«ii «II* la pr^oiit-rf! uoité. change : soient, en effet,! 
n r.*\rr»»'*-ion nunit rîipie li'unt* «{uantité et N la grandeur de 
: :r.i..' pn'i*i'tl«'uim«'at «huisie; si l'unité devient N', Texpres- 
-I '• !•• la «pi.inlitf -i'r:i n : «exprimons «jue l*unité N est com- 
; l'^i" n t'««i> dau^ !.i «{uantité à mesurer et que Tunité N' y eslj 
• lui ri^«' // i*"i^. ui'U< aiiP'ns la relation 



n\ = ri >". 



.i«'n» 



n 
n 






Lr ripcorc '/es râleurs numériques d'une même quanti 
::':■ e-^f r::'zliZf: rapport in \-'er se des grandeurs des unités] 
•lui • n: ' iN<':'r'ssi^criznt remployées à la mesure. 

>i '. ::iit»* f^t ilfrix---, t't ^i elle varie par suite du change-] 
:.* :« l iinitt t*Mn:.i::u'ntak\ il faut, pour traiter ce mémi 
[ :.'i ■' [\\*-, -.t\«»ir c««ii.:ur:nt iunrté dérivée dépend des unités] 
t". ii.l.iiiitiU.tK ? : «'Il f ^'. conduit ainsi à définir les dimensions] 

^fn appt'llc û'rrnui' de dimensions d^une unité dérivéey 
hi rclftii^n qui lir: rrtte unitr aux unités fonda nientalesÀ 

\\u^\, ji.ir evr'iupK'. l'unité vie surface est la surface con-j 
^îniitf -^iir l'unité «le lt»nj;ueur, c'est-à-dire que l'unité déri-' 
\« r tjf >urlar«' \;iiic r«niimr It^ carré do Tunité fondamentale' 
<!«■ luii^iunir; -ji's iliintiision? ><»iit représentées par le s jmbolcJ 

-s — I i 

i'\ ! on riii qur l'unih'' de surtace est de dimension deux en 
lonf^ueur^ zéro en musse el zéro en temps. 









L 
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Il en résulte que, sî l'on appelle s une surface mesurée à 
Paide d'une unité fondamentale de longueur, si l'on prend 
une unité de longueur \ fois plus petite, Ja mesure de cette 
quantité sera s\^^ c'est-à-dire \^ fois plus grande. 

D'une façon générale, dans le système C.G.S. une unité 
dérivée N sera reliée aux trois unités fondamentales repré- 
sentées par les symboles L, M, T, par une expression de la 
forme 

Cette formule exprime ce que l'on appelle les dimensions 
de l'unité dérivée, qui est de dimension a en longueur, p en 
masse, y en temps. 

Ces nombres a, ^ et y peuvent être positifs, nuls ou néga- 
tifs. 

Si une quantité de dimensions a, p, y est mesurée par le 
nombre Q avec un certain choix des unités fondamentales, 
elle sera mesurée par le nombre 

si l'on prend une unité de longueur \ fois plus petite, une 
l unité d'e masse [x fois plus petite et une unité de temps t fois 
plus petite. 

Appliquons ces principes aux grandeurs que nous avons 
définies en Cinématique et en Mécanique. 

54. Dimensions de la vitesse, de raccélération et de 
la force ; unités. 

Vitesse. — La vitesse est le quotient d'un espace parcouru 
par un temps ; on a donc 



(I) 



^ =- ^ = LT-i, 



elle est de dimension un en longueur el moins un en temps. 



COI'KS DK MGUKIOVe. 

nîté (Je vilcsse rsl colle d'un moliiloqui parcourt l'unitt^ 
dp longueur pcudanl l'uoiW àc temps ; Ips vitesses sonl k- [ilut 

luvcnl es|iriiri^es eu cenlîiiièlrcs i>u mètres à lii seciiDi 
ou en kiluiiiolrcs à l'heure. 

Suivant le s^st^me d'unitt^s adopté, l'expression nuint'ri(|i 
delà vitesse ehiinge cotnme le montre l'équatJOQ(i). L<' r.i 
port des valeurs numériques d'une m^-mo vitesse est •■^A ; 
rapport inverse des grandeurs des unités de longueur el i 
rapport direel des grunileurs drs unités <ie temps employées. 
Supposons, par exemple, que fa \itessc d'un train soit espri- 
niée en kilomètres à l'heure par le nombre ^ï et propi 

calculer l'cxpresâion numérique c de cette 
vitesse en centimètres à la sceonde. Nous écrirons, d'après la 
:édenle. 



AcoélAration. — L'accélération est le rapport de 1' 
sèment de la vitesse à la variation du temps, c'est-à-dire 
quotient d'une vitesse par un temps; par suite, 



elle est de dimension un en longueur el de dimension moii 
deux en temps. 

L'unité d'accélération est celle d'une vitesse qui s'accn] 
de l'unité de vitesse pendant l'unité de temps; dans un s^ 
lème où l'on prend le centimètre el la seconde comme unit 
de longueur et de temps, l'unité d'accélération serait ce] 
d'un mobile dont la vitesse augmenterait en une seconde d'i 
centimètre par seconde; cette unité d'accélération n'a p 
reçu de nom particulier. 

L'accélération de la pesanteur est à Paris représentée B 
le nombre 980,96; dans les calculs on admet qu'elle t 
lie q8i iinilés d'accélération. 
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Cette expression numérique change avec les unités d'après 
la formule (2); le rapport des valeurs numériques d'une accé- 
lération est égal au rapport inverse des grandeurs des unités 
de longueur et au rapport direct des carrés des grandeurs des 
unités de temps employées. 

Dans l'hypothèse d'une décimalisation du temps dans 
laquelle le jour serait divisé en 10 intervalles égaux rempla- 
çant les heures, chacun d'eux étant divisé en 100 parties égales 
remplaçant les minutes, et enfin chacune de ces parties étant 
divisée en 100 parties remplaçant les secondes, l'expression 
numérique Y de l'accélération à Paris, en conservant le centi- 
mètre comme unité de longueur, se calculerait de la façon sui- 
vante : la seconde est la ( — — \r-z — ) = ( ^7-7 — ) partie du 

\24x36oo/ \ 86 400/ ^ 

jour: la nouvelle unité en serait la ( r) = ( ) par- 

^ ^ \ 10x10*/ \ 100 000/ ^ 

tie ; le rapport de la nouvelle unité de temps 9 à l'ancienne 

i*«*^ est donc 



= 0,864, 



6 


100.000 86400 


,»ec 


I ÏOO.OOO 




86 400 


et. par suite, on a 






^ — (a ftfi/i ^* 




980,96 ("'864), 


et 






Y — 782,28. 



Les équations de la Géométrie jouissent de la propriété 
d'être homogènes relativement à la longueur; celles de la Ciné- 
matique ont la même propriété d'homogénéité, par rapport à 
la longueur et au temps dont les unités sont laissées arbi- 
traires ; tous les termes d'une équation de Cinématique doivent 
donc être de mêmes dimensions par rapport à L et à T. 

Ainsi dans l'équation 

(i) . X = a -h bt -h ct^f 

AC. 1 
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dans la(|iicllr x reprrsriit*' nu espace et / un temps, a repré- 
^enlenéo^ssai^enl«*nl un espace Xo. frestune vilessefo= LT~' 

cl c nue accélération - •' z= l/F '-, on a en effet, si ces conditions 

sont remplies, en exprimant (ont eu fonction des unîtes fon- 
damentales, 

é(piation «pii est bien homogène, car chaque terme x, Xq, ^o^, 

"Y^^. î« finalement pour dimensions L. 

La forme* (li) a donc sur la forme (i) Taxantage de rappeler 
la si<j;nification phvsicpie de chacune des constantes et en 
même tein|)s (!<• faciliter la >érirication des conditions d'homo- 
f^énéité. 

La \ilesse et raccéléralion an[;ulaires n'ont pas les mêmes 
dimensions ([ue la \ itesse et l'accélération ordinaires ; il résulte 
de hîurs dédnitions (2 j)([iie leurs sjinboles sontL®T"* etL®T~-. 

Force. — [-.a force est le produit d'une masse par une 

accélération ; ses dimensions sont représentées par l'équation 

svml)oli([ue 

F r^ LMT-». 

(Jles dimensions sont donc celles de Tunité de poids. 
Dans le système (L(j.S., l'étjuation de Newton 

donnant raltraclion d'une masse M sur une masse M' à la dis- 
lance 11, (M)ntient un fac^teur K dont on peut calculer les 
dimensions en remplaçant F, M et R par leurs dimensions res- 
pectives; on trouve ainsi 

K =r:L3M-lT-2. 

(ai n'est donc pas un simple facteur numérique, mais bien 
une grandeur physique. 
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55. Homogénéité dans le système d'unités : longueur, 
force, temps. — Dans ce système les dimensions de la vitesse 
et de l'accélération sont les mêmes que précédemment. 

La force représentée par le symbole F sera de dimension un 
en force, zéro en longueur et zéro en temps. 
La masse, d'après la relation fondamentale 

F = 7/iY, 

est donnée par le quotient 

F 

m = — 

Y 

et en remplaçant y par le symbole LT"^ de ses dimensions, 

on écrit 

m — L-»FT2. 

56. Champ de force. Lignes de force. — La pesanteur, 
qui sollicite tous les corps à tomber vers le centre de la 
Terre, et qui les fait tomber à sa surface lorsqu'auoun 
obstacle ne s'oppose à leur chute, est l'exemple le plus clas- 
sique d'une force. 

Un espace semblable à celui qui environne la Terre, et dans 
lequel toute masse pesante est soumise à l'action d'une force, 
s'appelle un champ de force. 

Pareillement, l'espace qui entoure un aimant, et dans 
lequel un morceau de fer est sollicité par une force attractive, 
s'appelle un champ de force magnétique; de même enfin, 
une sphère électrisée produira, autour d'elle, un champ de 
force électrique tel que toute masse électrique abandonnée 
à elle-même se déplacera sous l'effet d'une force attractive ou 
répulsive. 

En donnant cette définition, on ne se préoccupe pas de la 
cause qui peut donner naissance à un champ, et l'on suppose, 
en outre, que l'introduction de la masse pesante, du morceau 



224090B 



. <.■-•. 
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I de fer, de la masse (leclrifiuc qui serl à étudier Lhéoriq 
meni le oliamp, n'y a|>|>iirle aucune perlurbation. 

La forcp qui, en un point (iu cliuinp, sollicite l'uniié 
I inassc mesure Viniensité du champ; la direction de « 
L force est la direction du champ. 

V unité de champ, dans le système C.G.S., sera donc 
[ chatn|> tel <]ue, agissant sur l'unité de masae, la force exer 
I soit égale àunedj-ic, et celte définition peut s'appliquer 
I clisinp de la pesanteur, au champ uiiij;n('lique ou au chai 



; ëlecti 
Li 



iqiic. 



Fig. 54- 



lignes de força sont des courbes qui, en tous le 
points, sont tangentes {fig. 54) â 
direction du champ. 

On appelle surfaces de niveau 
sui-races qui sont, en tous leurspoii 
normales à ta ligne de force qui p« 
par ce point. 
Oii appelle champ Mni/brme un champ dans lequel l'inl 
site et la direction sont constantes; dans un tel cliamj) 
ligues de force sont des droites parallèles et les surfaces 
niveau sont des plans parallèles entre eux til perpendiculai 
aux liynes de foire. 

57. Champ ds la pesanteur. — D'après la définition 

1 champ on voit que, dans le cas de la pesanteur, Vintensttè 

y champ et l'accélération du mouvement que prendrait! 

L masse pesante ahandonnée dans le champ sont des grande 

e in^me nature. 

En effel, supposons dans un champ uniforme d'inlensil 
\ une masse m ; la force qui la sollicite est 

lais d'autre part, si l'on appelle y l'accélération du mou' 
lent, unifornicnienf accéléré, qu'elle prend dans le chait 



il par cic'finilion flr l'inlensîlé du chi» 



yelA ont doue la même valeur numérique; les imités qui ^ 
Ecur servent démesure onLmémes dimensions; en ofTet, dans ' 
e système C. G. S., par exemple, on a par définition de l'accé- 
liration 

V = - = LT î 



M 



= LT-i. 



t donc I 



li'intensili- du chump de la pesanteur, à Paris, es 
1*^1 dynes par gramme-masse el l'on peut la reprt 
P&' la même lettre ^que raccélération. 
Dans le cas particulier de la pesanleur, les lignes di 
ml données en chaque point par la direction à» fil à plomb 
icepoint. La ligne de force, qui passe par cliaqtie lieu de la ' 
re, se confond donc, par déHniiion, avec la verticale du 
I. 

On démontre, dans la théorie de l'attraction, que le ] 
amp de la pesanteur à l'extérieur de ta Terre est sensible-J 
int le même que si toute la masse de la Terre était ci 
(6 lia son centre ; dans ces conditions les surfaces de 
IH| théoriquement, des sphères concentriques. 
Si l'on considère deux points de la Terre très voisins, les 
Des de force y sont sensible ment parallèles, et les portion: 
surfaces de niveau dans le voisinage de ces points sont des ] 
ms parallèles à la surface des eausriranq ailles et perpen- 
«ulaires, par conséquent, à la verticale du lieu. 
Dans un faible espace, tel que le volume d'une salle de peu , 
hauteur, le champ est sensiblement uniforme; la pesan- 
'i* peut donc, dans ces conditions, servir d'exemple de /"orce 1 
"iianfe. 
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On peut se rendre compte exactement de l'approximation 
que Ton fait en supposant le champ terrestre uniforme dans 
une certaine étendue. 

1° Nous admettons, par exemple, que la direction du champ 
est constante à Paris. 

Soient deux points A et B à distance d {fig> 55) ; l'angle a 
des normales est donné en secondes par l'équation 



•i TT R 3Go X 6o X ëo 

U étant le rayon de la Terre. 
Supposons 

R = 6000000", cf=iooo'" et air = 6(appr.); 

on a 

36oo?x6o« 3,Gx6o*xio6 

a = = — ^ -— = 36 . 

•271 R 6 X 6 X io« 

Ces normales font donc, en réalité, un angle de 36''. 

2® Nous admettons aussi que, dans une même salle l'inten- 
sité du champ est constante; or elle varie en raison inverse 
du carré de la distance au centre ; soit g sa valeur à distance R 
du centre, g^=: g — dg cette intensité à distance R-h A. 
On a, et c'est la loi de Newton, 

g-dfr R« 



g (R-f-^)* 

d'où, en négligeant A^ et divisant par R, 



g R«-HaRA-+-/i» R-+-2/1 

et enfin en négligeant, au dénominateur, 2 h vis-à-vis de R, 

dg ^'ih 
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Supposons un corps transporté du pied au sommet de la 
Tour Eiffel; on a 



R = 0'" X loS h = 3»" X io2, 



donc 



dg _ X X à X iQî 
g ~ 6.io« 



10 



-4 



Fig. 55. 




Si donc nous transportons un poids de i''^ du pied au 
sommet de la tour, son poids absolu aura di- 
minué de ofi^i; d'après cela, sa perte est de 
oS"", ooi par 3". 

Ce fait est facilement susceptible de véri- 
fication expérimentale; c'est l'expérience de 
M. Yon Jollj. 

Une balance sensible au ~ de milligramme 
est placée au premier étage d'une maison, un 
fil est suspendu sous le -plateau de droite, tra- 
verse librement le plancher et aboutit près du 
sol du rez-de-chaussée. On place sur le plateau 
de droite un poids de i''^ qu'on équilibre avec de la tare, 
le fil pendant librement. Cela fait, on enlève le poids du 
plateau de la balance et on le porte au rez-de-chaussée, 
où on l'accroche à l'extrémité inférieure du f\\\ on constate 
que, la différence de hauteur des deux positions du poids 
étant de 3"*, la balance accuse une augmentation de i™^' dans 
le poids apparent du corps pesé. 

Cette expérience avait été imaginée au xvii® siècle par le 
P. Ximénès, qui ne l'avait pas réalisée. 

La pesanteur est donc, en réalité, un exemple de force 
variable, mais on comprend quelles difficultés ces considéra- 
lions, sur ses changements de direction et d'intensité, entraî- 
neraient dans l'étude des lois de la chute des corps ou dans 
l'étude de la trajectoire des projectiles, pour ne citer que ces 
deux exemples. 



_ V ■■ •- 



Fig. 56. 
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08. Figuration des cliamps. — L'intensité eo un poinl 
d'un champ est figurée par un vec- 
teur; on donne une représentation 
complète du champ par ses hgnes 
de force et par ses surfaces île 
niveau. 

Supposons, par exemple, une 
masse attractive en P: les lignes d« 
force du champ qu'elle crée autour 
d'elle sont des droites qui con- 
courent en V{Jig. 56); des flèches 
en indiquent le sens; les surfaces 
de niveau sont des sphères concentriques. 

Si la masse est répulsive, les lignes de force sont des 
droites qui émanent de P. 

il est facile de tracer les lignes de force du champ produit 
par deux masses dont l'une serait attractive, l'autre répul- 

Fig. 57. 





sive, chacime d'elles agissant suivant la loi de la raison 
inverse du carré des dislances. Si — 9 est un centre attractif, 
+ 17 un centre répulsif, les lignes de force tracées sur la 
Jig. 5^ en pointillé entrent par — q, pour sortir par -f-ç; la 
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io5 



orme de ces courbes peut être déterminée en chaque point 
par la direction de l'intensité du champ, et celle-ci s'obtient 
facilement, puisque ces grandeurs sont des vecteurs de 
même nature que les accélérations et qui, par suite, se com- 
posent comme elles. Les surfaces de niveau sont figurées en 
traits pleins; leur forme résulte de leur définition, elles 
coupent les lignes de force à angle droit. 
La fig, 58 montre le champ résultant de la présence de 

Fig. 58. 




^^Ux masses répulsives, agissant en raison inverse du carré 
'^ la distance, où les lignes de force sont en pointillé et les 
surfaces de niveau en traits pleins. 

39. Équations du mouvement d'un point sous l'action 
d'une force. — Soit un point matériel de masse m en mou- 
rement sous Faction d'une force. A l'instant t le point pos- 
ède une accélération y ayant pour projections 



/) 






~dF 



d^z 
dt^' 



. il est sollicité par la force F ayant pour projections 
^) X, Y, Z, 
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Dans l'espace le vecteur F est égal au vecteur y multiplié 
par m ; la projection de F sur un axe est donc égale à celle 
de y multipliée par m. Appliquant ce théorème aux trois 
axes, on a les trois équations 

qu'on appelle les équations du mous^ement. Ce sont ces équa- 
tions que l'on emploie ordinairement pour résoudre les deux 
problèmes suivants. 

i" Étant données la masse d'un point et les projections de 
son mouvement, trouver la force qui le sollicite. 

On suppose connues les coordonnées a:, y^ z du mobile 
en fonction du temps > 

on peut alors calculer les dérivées secondes 

et les équations du mouvement deviendront 

(3) \ = mf{t\ Y = //icp'(0, Z = mi}.'(0. 

On connaîtra donc à chaque instant la force appliquée au 
point. En se servant des formules (2) qui lient ^, j^, ^ à ^, on 
pourra chercher à exprimer X, Y, Z en fonction des coor- 
données, c'est-à-dire chercher à déterminer la force en fonc- 
tion de la position. 

Exemple. — Prenons, par exemple, le mouvement vibra- 
toire défini par les trois équations 

a; = a cos(w^ -f- a), 
y = b cos(a>^ -h p), 
5 = c cos(a>^ + y)» 
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, b, c, », fi, Y élant des c uns ta 11 les. On a ilc suite pour 
Iprojections de la force 



Y=- 



e instaDt; mais on peut écri 



[l'on a la force poui'chaquc position du point matériel. Ce^ 
m-ères formules montreni (|ue Ja force esl dirigée de 1 
) O cl égale au produit de la distance OM par la con'^ 
(1)' ; on peut donc dire que le point considéré est attira 
r l'origine proportionnellement à la dislanee. 

' Problème inverse : Connaissant la loi de la force qo) 
BUT un point matériel et les conditions initiales dat 
Isquelles le point est placé, trouver son mouvement. 

■Les conditions initiales sont : i" la position que possèd^ 
V poitiL à l'instanl où le niouvenienl commence; 2° la vitesse 
I point à cet instant. Ces conditions initiales sont à la voloi 
p l'expérimentateur; elles sont donc arbitraires. Supposons^ 
r exemple, qu'on veuille étudier le mouvement d'une pierr 
s l'action de la pesanteur; ehucun sait que ce mouvement 
le suivant la façon dont la pierre esl lancée au départ,'] 
Bexpérimenlaleur qui tient lu pierre à la main pour la lancei 
ut, à i'iuslant oi'i il la lance, lui donner la position qu'î| 
[Ut et lui imprimer la vitesse qu'il veut : en d'autres termes^ 
peut la placer dans des conditions initiales arbitraires. Uqi 
s CCS conditions choisies, c'est-à-dire une fois la pierre lait 
cée, son mouvement eslenlièremcnl déterminé par l'action A 
la pesanteur. C'est précisément en disposant de ces conditioiu 
Btiliales qu'on arrive, a\ec un pi-ojectlle, à atteindre un bufl 
Blerininé. 
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Un fiiit HOialot^ue a lieu |iiiiir rutis les prulilèmes dans lea- 
quels on cherche te mouvemenl d'un puinl sous l'aclion d'une 
force donnée. On peut placer le poinl dans des condition 
iiiiliales arbitraires ; mais, une fois ces conditions choisies, I 
mouvement est entièrement déterminé. 

Anal^tiquemenl, on résoudra ce [iroblèiue è l'aide de 
é<{iialiiiiis du tnouvempnl (i) dans lesquelles la lui de h fora 
X, Y, Z est donnée. En outre, les conditions initiales soa 
supposées connues; à l'instant initial t = t,, le mobile devc 
occuper une position donnée arbitraireinentayant pourcooi 
données a;», ^o, 3|>, el il do\ra avoir une vitesse V^ dooné 
arbitrairement ajant pour projections des quantités jf| 

y». <■ 

Il faudra alors, pour obtenir le mouvement correspondait 
du point, trouver des expressions de x. y, z en fonction (le ( 
vérifiunt les équalions du mouvement (i). de telle façon qO 
pour / = (o ces eipressions prennent des valeurs scat J'oi * 
données à l'avance et que leurs dérivées par rapport à ((pw 
jectîons de la vitesse) prennent, également pour t = It, de 
valeurs données j:^, y,,, s'^. 

La détermination eirective tle ces expressions de jr, y. 
en fonction du temps s'appelle l'intégration des équatioD 
du mouvement. Nous allons l'efTectuer dans quelques Cl 
particulièrement importants. 

Il peut se faire que le mobile reste dans un plan, celui it 
xy, par exemple; alors les équations du mouvement 
réduisent à deux, 

„. ^'^ ^ V „. '/'.'■ _ V 



cl il faut trouver pour .r et _j^ des fonctions de t vérifiant ) 
équations, se réduisant à des valeurs données ^ii,^o, pG 
/ = ïo et telles que leurs dérivées -j- 1 -^ prennent des valei 



données x[,y'g pour ( = 



ifin, dans des cas encore plus parliciiliers, le point peut J 
er sur une droite fixe (mouvement rectiligne). On a alors, 
prenant cette droite pour nxeOx, une seule étpiation 

il faut trouver pour x une fonction de / vérifiant cette 
âation, se réduisant à x^ pour t^^ la et telle que sa déri- 
7- prenne une valeur donnée j;^ pour / = la- 

). Uouvement d'un point matériel soumis à l'action 
'une force constante. — Imaginons un point matériel de 
soumis à uue l'urce constante, c'est-à-dire à une force 
ïnl la grandeur, la direction et le sens sont invariables. 
ppelons my l'intensité de cette force; nous pourrons dire 
Éle point est mobile dans un cbamp d'intensité constante y- 
(pesanteur, dans une petite étendue, offre l'eiemple le plus 
Qple d'un champ de cette nature. Le problème que nous 
ons traiter est donc analogue à l'étude du mouvement d'un 
)iiit pesant dans le vide sous l'action de son seul poid.« ; dans 
idernier problème, la direction du cbamp est la verticale 
scendante et f est égal à l'intensité ^ du eliamp de la pesan- 
Brau lieu considéré. 
te mobile, quelles que soient les conditions initiales, . 

i un mouvement dans lequel l'accélération sera eu 
ndeur, direction et sens, égale à f. 

X cas sont à distinguer suivant la nature des conditions 
iales : 1° le point est lancé suivant la direction du champ, 
i le sens du champ ou en sens contraire ; le point décrit 
s portion de droite parallèle à la direction du champ ; 
tson mouvement est reatiligne et uniformément accéléré ou 
relardé; 2" le point est lancé dans une direction quelconque 
différente de celle du champ; il décrit alors, comme nous le 
verrons, une portion de jiarabole dont l'axe est parallèle à la 
Jirection du champ. 
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Premier cas : Mouvement rectiligne. — Le mobile étant 
place dans une position Po, on lui donne une vitess( 
initiale dirigée suivant la direction constante du champ. Iles 
évident, par raison de symétrie, que le mobile décrit une por 

tion de la parallèl» 
P»g- 59. P^^ à la direction • 

du champ. Prenons 
sur cette . parallèl 
kfig' 59) un poin 
fixe O comme origin 
des espaces et comm 
sens positif Oj: le sens du champ. Dans ces condilions 
la valeur algébrique X de la force appliquée au polr 
est X = my, puisqu'elle est dirigée dans le sens positif. D( 
lors, les équations du mouvement se réduisent à l'équatlo 
unique 




m 






= mY, 



les deux autres équations du mouvement (i) étant identiqu 
ment satisfaites, cary, 5, Y, Z sont nuls. 

Comptons les temps à partir de Tinstant initiai, de façon q 
pour ^ = o le mobile soit au point P© d'abscisse Xq ; appelc 
^0 la valeur algébrique de la vitesse initiale estimée positif 
ment dans le sens Ox\ Vq sera positif ou négatif suivant c 
le mobile sera lancé dans le sens du champ ou en sens c( 
traire. 

En divisant par m, on écrit Téquation du mouvement 

d'^x 



(i) 



dt^ 



dx 



Le premier membre est la dérivée de -^j le deuxième de 

ces deux fonctions ayant même dérivée diffèrent par \ 
constante; on a donc 

dx , 

_^-=P = Y< + A:, 
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stante A' est égale à (^o puisque pour t = o on a 

dx 

inier membre est la dérivée de x par rapport à ^ et le 

J membre est la dérivée de i^o^ -H rï^^ I^^*' rapport à la 
variable; on a donc 

stante k' est égale à Xoj puisque pour / = o on a 

^' = Xq \ 

ition du mouvement est donc 

2 

équation du mouvement uniformément varié étudié pré- 

iment(n° 12). 

Si la vitesse initiale i^-o est positii^e ou nulle (c'est le cas 
•oint pesant lancé vers le bas ou abandonné à lui-même), 

augmentent constamment et indéfiniment; le mouve- 
381 uniformément accéléré; 

M Pq 6st négatif (c^esl le cas d'un point pesant lancé 
* haut), le mouvement est d'abord uniformément re- 

la vitesse ç^, d'abord négative, diminue en valeur abso- 

;' annule au bout du temps ^^ = — — • 

s cette première période, x va en diminuant, le mobile 
ne de Po dans le sens contraire à celui du champ et à 
it ti arrive à son élongation maximum Pj avec une 
nulle. A partir de ce moment, le mobile se trouve dans 
lies conditions que s'il était abandonné sans vitesse en 



P, : il revient ea sens tontru 
ment accéléré. 



Relation entre la variation de vitesie et le eliemîa parcouru. 

- lin éliminaot t onlie li^s cquaùons (a) et (3). on w 



14) 



qui duiine la variation du i 
chemin positif ou négatif jt 
initiak'. CeLLe équation résolue par rapport A 



T(J-— 3^,). 

é de la vitesse en fonction du 
x^ parcouru depuis la position 



.^^rv/rp 



^ït^ 



-^.) 



montre que, lorsque le mobile passe par une position déter- 
minée, sa vitesse est lu même en valeur absolue, qu'il marclic 
(ians le sens du champ ou en sens contraire : il repasse alors 
par «ne même surface de niveau ; en particulier, pour x = x^. 
V prend les valeurs + t'o et — i',, ; te corps repasse donc au 
point d'où on l'a lancé avec une vitesse égale et de signe 
contraire à celle qu'on lui avait donnée. 

Ce sont bien là les faits d'expérience qui résultent de 
l'observation du mouvement qu'imprime la pesanteur à un 
corjis lancé de bas en haut suivant la verticale avec unr 
vitesse Vq- Dans ce cas particulier, pour pouvoir appliquer 
les équations précédentes, on prend la verticale dans le sens 
de haut en bas et on remplace y par g. 

En remarquant qu'un instant quelconque du moiivemenl 
peut être considéré comme instant initial, on peut émincer Ih 
relation (4) de la fa(,'ou suivante : 

La variation du carré de la vitesse, lorsque le mobile 
passe d'une position quelconque P,, à une autre posi- 
tion V, est égale au produit de iy par la valeur algé- 
brique PflP du chemin parcouru estimé positivement 
dans le sens du champ. 

Par exemple, dans le cas de la pesanteur, le chemin par 
couru doit être estimé positivement vers le bas. 
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Gomme application, cherchons la vitesse acquise par un 
point pesant abandonné à lui-même dans une position Po et 
tombant d'une hauteur h : on aura 

(;q = O, X — iFo= ^*" 

( 5 ) {>^= 'i g h . 

Inversement, cherchons la' hauteur h à laquelle s'élève un 
point matériel lancé vers le haut avec une vitesse Çq ; dans ce 
cas, la vitesse initiale est {>q ; la vitesse ^, au moment où le 
mobile arrive au point le plus haut P^, est zéro; le chemin 
parcouru PoPi, estimé positivement vers le bas, est — h et 
l'on a 

(6) _,,5=__2^/,, A=ff^. 

Le point retombe ensuite et quand il repasse au point do 
départ il possède la vitesse i'o? ainsi qu'il résulte d'un(î 
remarque précédente. On le vérifip immédiatement à l'aide 
des formules actuelles, car le mobile étant monté à la hau- 

teur h-=. -^y quand il retombe ensuite de cette même hauteur 

il prend d'après (5) la vitesse s?^=. 9.gh^ d'où \f^z=:\?^^. Cette 
équation (i-' — (;^)(p 4- (^q) = o comporte deux solutions, 
dont l'une correspond à l'instant initial et l'autre à l'époque 
où le mobile passe au point d'où on l'a lancé. 

Donc la hauteur à laquelle s^élève un mobile pesant 
lancé de bas en haut suivant la verticale avec une 
vitesse Vq est telle que^ si le corps tombait sans vitesse 
initiale de cette même hauteur y il prendrait précisément 
cette même vitesse i'o- 

L'équation (4) peut d'ailleurs être obtenue directement 
en dirigeant autrement les calculs; multiplions les deux 

termes de l'égalité (i) par 'i — 



d^r dx _ dx 
''It^ di " '^^ ~dt ' 

AC. 8 
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^j' et le s&^:oiid 
celle de 2^x; on a donc 

k est déterminé par les conditions x = j:©? i' = i^oà Tinstanl 
initial; d'où 

A- = ç>J — 27x0 
el 

Second cas ; mouvement curviligne. * — Nous supposeront 
maintenant le mobile lancé à Tinstant ^ = o dans une direc- 
tion oblique par rapport à celle du champ avec un^ 
vitesse Vq. Un premier fait, évident par raison de symétrie, 
est que la trajectoire est dans le plan mené par Çq parallèlement 
à la direction du champ; par exemple, pour un point pesant, 
elle est dans le plan vertical mené par i^o* 

On peut vérifier ce fait par le calcul ; en effet, prenons un 
axe Oy parallèle à la direction du champ ; les projections de 
la force sur les axes Ox et Oz seront nulles, 

X = o, Z = o. 
Les équations du mouvement donnent alors 

1/1 • d,x ^ dz ^ . 

on en déduit que -Tf^^rr: sont constantes', 

Ces équations signifient que, dans toute la durée du mou- 
vement, les projections de la vitesse sur Ox et Oz sont con- 
stantes. Les quantités A et C sont donc les projections de la 
vitesse initiale %\ sur ces axes. 
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ii:> 



> . ...» 






•/ \ ^^^^. 









Les deux membres de la première des équations précé- 
dentes sont les dérivées de ^ et A^; on a donc 

x^ désignant une constante égale à l'abscisse du point à 
rinstant o ; on a de même 



Z = \jkt -f- /3oj 



d'où, en éliminant t. 



G(ar — iTo) — A(> — z^) ~ o. 

C'est l'équation d'un plan fixe parallèle à Oy et contenant 
la vitesse initiale. Le mobile reste dans ce plan puisque^ 
({uelque soit t^ les coordonnées du mobile vérifient l'équation 
de ce plan. 

Ceci posé, il reste à trouver les équations du mouvement 
dans ce plan; c'est ce que nous allons faire en prenant, pour 
fixer les idées, le champ de la pesanteur. 

Prenons, pour origine O, la .position initiale du mobile, 
pour axe Oy la verticale dirigée vers le haut (en sens con- 
traire du champ) et pour axe Ox l'horizontale du plan qui 
contient la vitesse initiale, c'est-à-dire du plan de la trajec- 
toire, prise positivement de façon à faire un angle aigu avec 
la direction de la vitesse initiale. On aura 



X = o, 



Y = 



mg 



et les équations du mouvement seront 



d'^x 



m 



d^ 
dt* 



fng. 



Appelons a l'angle de la vitesse initiale OVq avec Oo:, cet 
angle étant considéré comme positif quand la vitesse est au- 
dessus de Ox (cas de la figure 60) et comme négatif quand il 
est au-dessous. Les projections de la vitesse initiale sur lès 



^ ^* * t 



M() C0LR8 DE MÉCANIQUE; 

axes seront 

t*ocoss, Tosinx; 

les coordonnées initiales du mobile sont 

X = O, J' = o. 

La première des équations du mouvement montre que --r est 

constant et égal à la projection de la vitesse initiale sur Ox : 

on a donc 

dx 

( •>. ) JL' ^ i'o i cos 3t ; 

la deuxième équation donne de même 

d') '^^- =:. — ^/-ht^osina, 

Les équations (i), (i') donnent la vitesse 

la valeur numérique de la vitesse à chaque instant est la 
même que si le mobile tombait sans vitesse initiale de la 

hauteur — ^ à la hauteur r. 

Entre les équations (2), (2'), éliminons le temps; nous 
obtenons l'équation de la trajectoire 

v= ^ hJ^taiiîça. 

C'est une parabole d'axe verticale {Jig* 60) qui tourne sa 
concavité vers le bas, car le coefficient de x^ est négatif. 

Si a était négatif, -^ serait, d'après (i'), toujours négatif, 

donc y irait constamment en décroissant et le mobile ne passe- 
rait pas par le sommet de la parabole. 
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Supposons maintenant * > ^j -^ commence par être positif 

et le mobile monte; il monte jusqu'à ce que -^ s'annule ; ce 
(jui se produira au bout d'un temps t^ donné par l'équation 

-le mobile étant arrivé à sa hauteur maxiipum, sa vitesse est 

Fig. 60. 




minimum en vertu de la relation (3). Les coordonnées du 
point le plus haut S, sommet de la parabole, seront 



y 



x' = i^Qf' cosa = — 



V?, sinaa 



2 or 



P 



-+- ('o^' sina = — - si n'a. 
2 ig 



Après cetinstantf', -^ devient négatif et le mobile redescend. 

Lorsqu'il repasse à la même hauteur, la valeur numérique de 
la vitesse redevient la même. En particulier, il repasse au 
point A au niveau de O avec la vitesse ç^o» La portée horizon- 
tale OA est double de l'abscisse x' du sommet 



0A = 



vj sm9. a 



Pour que OA soit le plus grand possible avec une vitesse 



■'■■■.■'. ■ ■ • 
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initiale donnée, il faudra quesin •>. a soit maximum, c'est-à-dire 



X r 



que a soit égal à j» Supposons que l'on veuille atteindre un 



Vf 



point B de Ox d'une abscisse moindre que —^ l'inclinaison 
du tir sera donnée par 

sinîtx = -^ OB. 

On voit qu'il y a deux solutions également distantes de -r 

On atteindra donc le point B par deux paraboles ; on verrait 
aisément que c'est par la parabole inférieure qu'on y arrive 
dans le temps le plus court. 

On peut déterminer géométriquement la position de la 
parabole correspondante un angle donné a; pour cela, nous 
allons d'abord établir que toutes les paraboles obtenues en 
faisant varier a ont pour directrice la droite D, 

v^ 

En effet, le paramètre de la parabole décrite par le mobile 
est 



P = 






l'ordonnée du sommet étant y' = — > l'équation de la 

directrice sera 

C'est donc bien la droite D située à la Jiauteur à laquelle 
monterait le point s'il était lancé verticalement avec la 
vitesse i^o* 

Cela posé, supposons donnée la tangente à l'origine O(^o ; 
le foyer devra se trouver sur la droite OF telle que Ovq soit 
bissectrice de l'angle FOD ; il devra aussi se trouver sur le 



reU décrit fie O comme centre avec OD comme i-ajon: îl | 
I est donc d l'intersection de ces deux lignes. 

Oq peut, comme exercice, en supposant ('o donné, cher-J 
L chersoiis quel angle a il l'uul lancer le projectile pour atteindrai 
K-un point détermine M, du plan. On trouve que, pour que l'onfl 
^rouisse atteindre le point M|, il faut qu'il soit à l'intérieur deff 

1« parabole ayant pour foyer O et pour sommet le point D j; 
I cette parabole, tracée en traits ponctués sur la figure^] 
I «'appelle \a parabole de sâreté; elle est l'enveloppe des tra--J 
l jecloires obtenues en laissant Vn constairt et faisant varier a.l 

m, Mouvement d'un point attiré ou repousse par un 1 
I centre fixe O proportionnellement à la distance. — SoitJ 

Pg la position initiale du mobile; deux cas sont à dislinguer.fl 
I que la vitesse initiale est : soit nulle, .soit dirigée sui- 
Ivul Ol'u dans un sens arbitraire, ou suivant qu'elle fai. 
■âVecOl'o un angle différent de îiéro. 

Dans le premier cas, il est évident que, par raison de*l 
sjTnétrie, le point restera sur la droite OPd et qiie son h 
ment sera reclibgne. Dans le deuxième cas, son mouv< 
sera curviligne. Nous étudierons d'abord le cas simple du;l 
iQOuvement rectiligne. 

Mouvement rectiligne; cas de l'attraction. — Prenons J 
pour origine le point attirant O et pour axe O^ la droite 
décrite par le point. Appelons Xg l'abscisse initiale et ç^ lit 
valeur algébrique de la vitesse 
initiale (».6[). •■''«■ ^■■ 

Soit à l'instant (, x l'ab- "■ . 

scisse du mobile P, la force F — ^ — — ' — -^ — 
;ippliquée au mobile est di- 
rigée dans le sens PO et proportionnelle à la distance OP;.l 
, ^valeur algébrique X est donc de signe contraire à x et.l 
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proportionnelle à x^ et Ton a 

1 
K.*- étant une constante. L'équation du mouvement est donc \ 

/IÏ-— =-K«.r 



el en |)Osant 



^ w». 



m 
d*x 

Cette équation convient, que le point mobile soit à droite 
OU à gauche du centre attractif O. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 2 -3-» 



d^.r d.c . dr 

dr- dt dt 



(djcX* 
-^ 1 > le second est 

celle de — lù^x^; ces deux fonctions primitives ne diffèrent 
que par une constante Xr, puisque leurs dérivées sont égales; 
on a donc 

(.) (gy = _„.^.+ A. 

Or --j- est la valeur algébrique v de la vitesse; à l'instant 

initial, a: = Xq, ^'r^r^; on a donc, pour déterminer h, 

l'équation 

çl = — to^xj -+- h 

qui donne pour h la valeur 

h est une quantité essentiellement positive et supérieure 
à w^o^J : nous pourrons donc poser h égal à un carré co^a-, 
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avec a > Xo. L'équalion du mouvement s'écril encore 



(d.r \ * d.v I — 



.r*. 



Si nous supposons le mobile lancé avec une vitesse 
initiale Vq positive, il faudra prendre au début le signe H- 
devant le radical; lorsque x augmente, la vitesse diminue et 
s'annule au point A d'abscisse x = a, 

A ce moment le point revient sous reflet de la force attrac- 
tive, et il faut prendre le signe — devant le radical qui 
donne v\ le mobile, dans cette nouvelle phase, va jusqu'au 
point A', ;r = — a, où sa vitesse s'annule de nouveau, etc. 

L'équation (2) peut s'écrire 

1 dx 



le premier membre est la dérivée, par rap|)ort à t^ de 

arc sin -> le deuxième de w^; on a donc 

x 
arc sin - = a»/ 4- a, 
a ' 

a étant une constante arbitraire ; d'où 

On a ainsi Téquation du mouvement. 

C'est l'équation du mouvement vibratoire simple étudié 



au n 



o 



13. 



Si l'on veut exprimer les constantes a et a en fonction des 
conditions initiales, on pourra compter le temps t à partir de 
rinstant initial; alors, pour ^ = o la fonction x doit prendre 

une valeur ^oj abscisse initiale, etsa dérivée -r uneNaleur^rJ, 
égale à la valeur algébrique v^ de la vitesse initiale. On a donc 
(4) 37©= «sin a, Xq = t'o = rttt» cosa, 

formules déterminant a et a. 



.-.^r:i.-V^V;' 
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Si Ton développe le sin((o^ -f- a), qui figure dans l'équa- 
tion (3) du mouvement, on a 

(5) â7 = a sinacosu)^ + a cosasinio^; 

d'où, en vertu des relations (4), 



^n 



(6) X = Tq costùt '\- — s'intùt. 

Durée d'une oscillation. — La durée d'une oscillation : 
simple est le temps que met le mobile à aller de A en A'. 
Or, à l'instant C^ , 

w/i -4- a = -j 

2 

on a 

a? = a ; 

le mobile est au point A, et à l'instant t^^ 

2 

on a 

37 = — a\ 

le mobile est en A' : la durée de l'oscillation simple est donc 

tf — ti= - • 

Cette durée est indépendante des conditions initiales. 
Le temps que met le mobile à aller de A en O est = — . 

• 20) 

En particulier, supposons que l'on abandonne le point sans 
vitesse initiale. Alors 

. 1^0= o, 370= a, a = - , 

. 2 

et l'équation du mouvement devient 

X = iPoCOSlOf. 
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Le temps que met le mobile à arriver en O est 
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e = 



2(1) 



il est indépendant de la distance à laquelle le point est 
abandonné sans vitesse; on exprime ce fait en disant que le 
mouvement est tautochrone. 

Mouvement rectiligne ; cas de la répulsion. — L'équation 
du mouvement est évidemment 






= lii^X. 



dx .1 



[Multiplions les deux membres par 2 -7-; il vient 



et, par suite, 



dt 



d^x dx „ dx 

2 -7—- — r- = y- (02 X —r 

dt^ dt dt 



(S)'="''^'^*- 



Si le mobile est placé au début en une position P,, à 

distance a:© du dentre {fig- 62) et si nous le supposons 
animé d'une vitesse initiale Vq^ 
nous avons P»g- 62. 



. (7) 



C?J = ti)*iFj-h h. 



.JDo 



cr 



Actuellement h est, suivant les 
cas, positif, négatif ou nul. Posons A = co2a; nous pouvons 

écrire 

dx 



dt 



= ± u>/a7*-h X. 



Nous allons exprimer x en fonction de t en supposant que 
■ Ton prenne le signe -|- ; le calcul et les résultats seraient les 
' mêmes avec le sign^ — . 



- • ■ . .Z \ • 
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On a alors 

dx 
'di 

en écrivant 

I dx 

= tu, 



= 10 \/x^ -h X , x'^ = cy = to /.r J -H ). ; 



on voit que le premier membre est la dérivée de 

Log(j? 4- \^x*'-h X) 

par rapport à ^ et le deuxième la dérivée de tùt. On a dom 

Logf.r -h v/.r*-l- X)= (0/ -h a; 
pour 

donc 

Lo^^(xo-h ^xl -r- 1) = a; 

remplaçant a par cette valeur, on a 

, X -{- ^x"- -h X 
.ry -^ v^^y-+- ^^ 

d'où, en passant des Logarithmes aux nombres, 

X H- y/ar"-»- X =(.ro-l-/:FÎ-+- X)e<*>'. . 

De cette équation on déduit la suivante 

X — /ar^-f- X = (.ro — /a?5-hX)e-«»>' ; 

en effet, en nrultipliant ces deux relations membre à menib 
on a une identité. 

En ajoutant cee deux relations, on a 

X = Xq ■ -T- V -^0 -*- X 

2 " 'Â 



- 1 
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c'est-à-(.lire, d'après la valeur ci-dessus de x'qZ=z v^^ 
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(8) 



JC — JCq 



etùt _i^ f,- tût ç gtût — g-cof 



'2 



_0 



Telle est réquation du mouvement; il serait facile de 
vérifier que cette valeur de x satisfait à réqualion du mouve- 
ment et que pour t = o cette fonction se réduit k x = Xq et 
sa dérivée à jp„ = (^q, vitesse initiale, 

La notation des sinus et cosinus hyperboliques fait ressortir 
Tanalogie avec l'équation trouvée dans le cas d'une attraction 
proportionnelle à la distance; en effet, l'équation que nous 
venons de trouver peut s'écrire 



X = û^o ch oi t 



10 



shto/, 



entièrement analogue à l'équation étudiée au n® 14. 

Discussion. — Nous pourrons toujours supposer ^o^ ^î 
"cela revient à choisir OPq comme sens positif de Ox, Sup- 
posons d'abord Vq>o] le mobile s'éloigne constamment du 
centre attractif et sa vitesse croît indéfiniment avec x. Su[)- 
posons maintenant ^o< oî au début, la vitesse sera négative; 
il faudra donc prendre le signe — devant le radical. Suppo- 
sons /t >o; à mesure que le point s'approche de O, sa 

vitesse diminue en valeur absolue jusqu'à y/A; le mobile 
dépassera le point O avec cette vitesse et s'éloignera avec une 
vitesse indéfiniment croissante en valeur absolue. Si h est 
négatif, on peut poser h = — co^a^ et l'on a 



rlr 
dt 



"-^ /—s s 

— r- — 7— tu \/:v^ — a*, 



où a est nécessairement moindre que aîQ, car pour j: = Xq la 
vitesse Vo est réelle; le mobile arrivera donc au point A 
d'abscisse a {fig< 63), sa vitesse s'y annulera, changera de 



-•« *- 
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signe et le mobile s'éloigrtera indéfiniment de A avec une 
vitesse toujours croissante. Il est intéressant d'étudier le c 
intermédiaire Tq^ o et A = o. Dans cette hypothèse on a 

dx i 

(i) ";/" ~ — v^^*^* = — ***^- 

et» 

La vitesse diminue constamment à mesure que le point se 

rapproche de l'origine, le mobile 

^^^' ^^* se rapproche indéfiniment du 

jc, ., point O mais sans pouvoir Fat- 

^ teindre dans un temps fini; ce 

temps peut, en effet, se déduire 

de la relation (i), qui s'écrit 

dx ■ • 

. — = — 10 d(. 

X 

et par suite 

Log 37 = — (O / H- /> ; 

la constante p est déterminée, puisque pour x =i x^ on a 

/=o; 

par suite 

p — Logj-o, 

et 

or cette expression croît indéfiniment lorsque^ tend- vers zéro. 
Le point O se distingue par cette particularité que c'est 
une position d'équilibre instable; le mobile placé en O sans 
vitesse initiale resterait aii repos; mais, si on l'écartait un 
peu, la répulsion l'écarterait indéfiniment; le plus souvent, 
lorsqu'un mobile s'approche d'une position d'équilibre 
Instable avec une vitesse qui tend vers zéro, il s'approche 
indéfiniment de cette position sans jamais l'atteindre. 
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L'équation (^) peut s'écrire 



197 



X = XqC-^^. 



c'est l'équation du mouvement; dans ce cas particulier, la loi 
des vitesses est alors 



p = — wa:o e-w^ = — 



(0 37 



et la loi des accélérations 

ce qui est bien conforme à l'hypothèse initiale. 

On peut aussi déduire ce cas de l'équation générale (7); 
h étant nul, on a 

Mais oSq est supposé positif et Vq négatif, donc (^o=— ^^0 r ^^^ 
portant celte valeur de v^ dans (8) on aura 

Mouvement curviligne; cas de Tattraction. — Remarquons 
tout d'abord quç, si un point est attiré ou repoussé par un 
centre fixe O suivant une loi quelconque, sa trajectoire est 
une courbe plane située dans le plan déterminé par O et la 
vitesse initiale. On peut regarder le fait comme évident par 
raison de symétrie; on peut aussi le vérifier par le calcul. 

En effet, prenons le point O comme origine : la force 
appliquée au point mobile P de coordonnées x^ y^ z étant 
dirigée suivant OP, l'accélération du mobile est aussi dirigée 
suivant OP et les projections de l'accélération sont propor- 
tionnelles à celles de OP, c'est-à-dire à x, y, ;;; on a donc 



'dF 



X 






d^z 
dt^ 



on on (lédiiil 
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^ Ut* 



- '^'r _ 



(0 



X - ,— 



dt* 

d*z 
^ diT 

d^x 
^ dt^ 



= o, 



— o, 



= o. 



Mais ces ('([nations donnent les trois suivantes 



(^) 



dz 
^dt - 

dx 
'dJ- 

x'^>:^ 
dt 



"ITt 

dz 
dt 

dx 



-A, 

-- B, 
-G. 



\, B, C ({('^signant des constantes, car le premier membre de 
(*haqiic (équation (i) est la dérivée par rapporta t du premier 
membre de l'équation correspondante (2). Ajoutons ces 
derni(^res équations après les avoir multipliées respectivement 



nous aurons 



par^,jK, : 

o = A a? -h B j^ -h G -s, 

équation d'un plan passant par 
l'origine; la trajectoire est donc 
dans un plan passant par O et, 
comme la vitesse initiale lui est tan- 
gente, elle est dans ce plan. 

Cela posé, revenons à notre pro- 
blème. Soit Po la position initiale 
du mobile, V© le vecteur vitesse 
initiale. Prenons pour axe O^ la 

droite OPq {fig- ^\) et pour axe Oy une droite parallèle à V© 

ot de même sens que Vq. 

Le mobile étant en P est sollicité par une force F dirigée 
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suivant PO etégaleà K^OP; ses projections X et Y sont donc 
* égales aux projections x et j^ de OP changées de signes et 
multipliées par K^ : 

X= — K2a?, Y = — K2^. 
Les équations du mouvement sont donc 

ou, en faisant comme plus haut — = to^, 

Il s'agit de trouver des fonctions x eX, y de t vérifiant ces 
équations et satisfaisant aux conditions initiales suivantes qui 
résultent du choix des axes. Comptons le temps t à partir de 
l'instant initial; alors pour i = o on doit avoir 

a désignant la distance OPo.En outre, la vitesse initlaleétant 
parallèle à Oy^ sa projection ^^ sur Ox est nulle et sa pro* 
jectionjK^) sur Oy est égale a P^V^^ v^ : les dérivées de x 
et de j^ par rapport à t prennent donc pour t = o les va- 
leurs ar'o = o, jKo = (^0- 

Or nous avons vu que la fonction x vérifiant la première 
des équations (3) de telle façon que pour t=zo elle prenne 
une valeur Xq et sa dérivée une valeur x'^ est 

(1) 

La deuxième des équations (3) est identique à la première, 
sauf le changement de x en y; la fonction r vérifiant cette 
équation de telle façon que pour ^ = o clic prenne une va- 
AC. Q 



_ m* •• 
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leiirj)'^ et sa dérivée une valeur ^J, est donc 

y = y^ COS (Il I -h =^ sin (Il ^ 

Mais actuellement 

Le mouvement demandé est donc défini par les formides 

La trajectoire est une ellipse 

iF* y*aj* 

rapportée à des diamètres conjugués; si l'on appelle 61a lon- 
gueur du demi-diamètre OQ© parallèle à la vitesse initiale, 
on a 

(4) 6 = — , . Po= wô. 

La durée de la révolution du point sur l'ellipse est la période 
qu'il faut ajouter à t pour que x et y^ c'est-à-dire sinco^ et ' 
costo^, reprennent la même valeur; elle est donc 



w 



Elle est indépendante des conditions initiales. Le cas du 
mouvement oscillatoire rectilignc apparaît alors comme le 
cas où cette ellipse est infiniment aplatie. 

Comme un instant quelconque du mouvement peut être 
regardé comme initial, on volt que, le mobile étant dans une 
position quelconque Pq sur Tellipse qu'il décrit, pour avoir sa 
vitesse PqVo en ce point 11 suffit de prendre le demi-diamètre 
OQo conjugué de OPo ; la vitesse Pq Vq est parallèle à OQq et 
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égale à toOPo [équation (4)]î la vitesse est donc maximum 
à l'extrémité du petit axe et minimum à l'extrémité du grand. 

Mouvement curviligne d'un point repoussé par un centre 
fixe proportionnellement à la distance. — Prenons les mêmes 
axes que pour le problème précédent. Les équations du 
mouvement ont la même forme au changement de signe près 
qui provient du changement de sens de la force. On a donc 

Les conditions initiales sont les mêmes : pour ^ = o 

Mais la fonction du temps vérifiant la première des équa- 
tions (i) et prenant, ainsi que sa dérivée, des valeurs ini- 
tiales ûCq et x\ est . 

x' 
a? = a?o ch 0) ^ H ^shw^. 

La seconde équation ayant même forme donne de même 

y' 

y =^ochwf H- ^^-S-shto^. 

Actuellement, d'après les conditions initiales (2), on aura 
pour les équations du mouvement 

â? = a ch a> ^, v = — sh w ^ 

En éliminant t à l'aide de la relation 

ch*(ji)^ — sh^o)^ = I, 



on a la trajectoire 



a?2 ^2to2 ^ 



kl 



■ ■•-.. \-. ■ A r^'L^-'- .■ ■ ' ■ 
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C'est une hyperbole rapportée à deux diamètres conjw- 
Kiiés {fig. 65), 



OPo=a et OQo=6 = ^ 



Le mobile décrit une des branches de la courbe. La rela- 



Fig. 65. 




lion ç^o = w6 = wOQo s'interprète comme dans le cas de 
l'ellipse. Un instant quelconque pouvant être regardé comme 
initial, on voit (pie pour avoir la vitesse en un point P© il suf- 
fit (le prendre le diamètre conjugué OQ© de OP©; la vitesse 
fsl parallèle à OQo et égale à w.OQq. Cette vitesse est mini- 
mum au sommet de l'hyperbole; elle augmente au delà de 
ton le limite quand le point s'éloigne indéfiniment. 

Le (\is du mouvement recliligne apparaît comme le cas où 
celle hy|)erbole serait infiniment aplatie. 

(>2. Vitesse aréolaire d'un point dans un plan. — Soit 
un point M do(Mnvant {fi g* (>t)) une courbe plane. Joignons 
lin jM^int ii\(H) du plan au point M et considérons l'aire Adu 
S(Ht(nir MoOM balayé par le rayon vecteur OM quand le 
mobile passe de la position initiale Mq à la position M. 
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isa 



dk 



Celle aire est une fonction de ^ : la dérivée -r- s'appelle vitesse 



dt 



Fig. 66. 



aréolaire du point. 
Prenons un axe polaire Ox el appe- 
lons r et 6 les coordonnées polaires du 
/)oint M à l'instant t. Quand t croît 
de Af , le point prend la position M' de 
coordonnées r-|- Ar et 6-1- A9, l'aire A 
croît de : 

AA = secteur MOM'. 



Décrivons de O comme centre les 
arcs de cercle MH et M'K de rayons respectifs /• et r -+- A/*; 
l'aire A A est évidemment comprise entre les deux secteurs 
MOH, M^OK : 

ir2A0< AA< i(rH- Ar)2 AO. 

2 2^ 




Divisons par A^ 



I AO ^ AA ^ I , . .o Ae 

2 A< ^ A« ^ 2 ^ ' ê^t 



Ae 



d^ 



Quand A^ tend vers zéro, --- tend vers la dérivée 9'^ ^^ "zr 



AA 



de 8 par rapport au temps, Ar tend vers zéro, et — tend vers 



la vitesse aréolaire -7- • On a donc 

dt 



(I) 



dk _i , ^e 

. dt 2 dt 



En coordonnées cartésiennes, on a 



(a) 

en efiet, 



dk 

dt 



" vl\ dt ^ dtj' 



Y 
r* = a?2-H^2^ = arctang~; 



l34 COURS DE MÉCANIQUE. 

donc 

dy dx 

^8 dt ^ dt 

dt ~ x*-^y* ' 

en substituant dans (i) on a la nouvelle formule (2). 

Théorème. — Si l^ accélération passe constamment par 
un point fixe O, la vitesse aréolaire autour du point, 
dans le plan de la trajectoire, est constante. 

En effet, supposons que l'accélération passe constamment 
par un point O pris pour origine. Les projections de l'accé- 
lération sei^ont proportionnelles à celles de OM; on aura donc 

d'^ X d^y 
'diT 'dF 



X y 

d^y d*x 

Mais le premier membre de cette expression est la dé- 
rivée de 

dy dx 







dt 


-7- 


dt 


par rapport au 


temps 


; on a do: 
dy 


ne 
dx 


ry 






""dt y 


dt 


-C, 


c'est-à-dire 




dk 


_ G 








dt "" 


•2 


« 


On conclut 


de là 


r\ 










A-5< 


t — 


^0), 



en supposant que fo soit l'instant où le mobile est en M©. 
Donc, si V accélération passe par le point O^ Vaire balayée 
par le rayon vecteur OM est proportionnelle au temps. 
Ce fait se présente, par exemple, dans les deux prb- 



lèmes (n" 61) : mouvement d'un point attiré ou repoussé 
r un centre fine proporlionnellement à ia distance. 
Ainsi, dans la composition de deux mouvements vibra- 
Itoires rectangulaires de même période (n° 36), la vitesse 
réolaïre est 



rfA 

de ^ 



- -abui sin(P — a), 



I expression qui montre, comme nous l'avons vu autrement, 
fjue le mobile tourne dans un sens ou dans l'autre suivant le 
signe dcsin(p — a). 

63. Composition des forces. ^Lorsque plusieurs forces 
ïj^issent siniullanémenl sur un point matériel, on admet que 



E géométrique des accé- 
mprimerail si elle était 



iiposition des forces 



raccélération qu'il prend est la somm 
léralions que chacune des forces lui ii 
seule. 

On en déduit immédiatement la t 
appliauées à un point matériel. 

L' accélération imprimée à un point à un instant quel- 
conque par des forces F,, Fa, ...,¥„en nombre quelconque 
est la même que si le point était sollicité par une /or ce 
unique F égale à leur somme géométrique. Considérons 
•.les forces qui, agissant successivement sur le même point M, 
Ini communiqueraient respectivement des accélérations y,, 
■j-2, ---, fa- Les valeurs de ces forces à l'instant t sont en 
grandeur, direction et sens 

(F,)='n(YO, i.Ft)=m(y,). .... (F„)=ni(Y«). 

Lorsque toutes ces forces agissent en même temps sur le 
point M, elles lui communiquent une accélération -^ égale à 
la somme géométrique de f,, j^, ..., y„ 

La valeur F à l'instant ( de la force unique qui communi- 
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qiierdil au point celte luèine accélération f {/fg- 6-) est 

(F)=m(Y). 

Les figures formées par les points F|, F2, ..., F«, F 

d'une part, et les points yi, Y2, ..., Yn? 

Y d'autre part sont donc homothé- 
liques par rapport au point M, le 
rapport d'homothétie étant m ; comme 

Y est la somme géométrique de yo 
Y2î •••? Y/i) Jsi force F est la somme géo- 
métrique deF|, F2, ..., F„ 

(F) = (F0-h(F,)4-...-h(F„), 




le théorème est donc démontré. 

Cette force unique F qui produit 1 ^^ 
même accélération que les autr^ ^ 
agissant simultanément s'appelle la r^^ 
sultante des forces Fj, F2, ..., F^, les forces Fj, F2, ..., ^^^ 
elles-mêmes étant les composantes. 

On peut alors, toutes les fois que plusieurs forces agissent 
simultanément sur un point, les remplacer par leur résultante - 
Celle opération s'appelle composition des forces appliquée^ 
à un point. 

Comme elle est identique à celle qui consiste à faire la 
somme géométrique des vecteurs représentant les forces, on 
voit qu'on peut lui appliquer tout ce que nous avons dit de 
la composition des vecteurs. 

La résultante de deux forces est la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur ces forces. 

La résultante de trois forces est la diagonale du parallélé- 
pipède construit sur ces forces; etc. 

La projection de la résultante d'un nombre quelconque de 
forces appliquées à un point sur un axe est égale à la somme 
des projections des composantes. 



V 
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Inversement il peut être utile de remplacer une force 
unique F appliquée à un point par d'autres Fi, F2, ..., Fn 
dont elle serait la résultante; cette opération, appelée décom- 
position d^ une force en forces concourantes, est identique 
à Topération de la décomposition d'un vecteur. On pourra 
donc lui appliquer tout ce qui a été dit à ce sujet (n*' 6). 

64. Équations du mouvement. — Soit un point M de 
masse m sollicité par des forces représentées à l'instant t 
' parF<, F2, ..., Ffi' Appelons x, y, z les coordonnées du 
point M, (X., Y,, ZO, (X2, Y2, Z2), ..., (X;,, Y,„ Z;,) les 
projections des forces sur les axes; les projections X, Y, Z 
de leur résultante F sont 



(F) 



X = 2X|, Y = 2Y,. Z = SZ,; 



les projections de l'accélération sont 



~dti" 






d^z 
dt^ 



La relation géométrique (F)=m(y) donne donc, pour les 
projections sur les trois axes, les relations 



d^x 



tn 



d'^y 



dt 



^=2 Y,, 






qui sont les équations du mouvement, 

La notation SX/ signifie qu'il faut faire la somme des 
projections de toutes les forces appliquées sur O^, et de 
même pour les deux autres. 

65. Équilibre. — Plusieurs forces appliquées à un point 
matériel se font équilibre lorsque, le point étant au repos, 
ces forces ne lui impriment aucun mouvement. La somme 
géométrique des accélérations dues à ces forces est alors 
nulle; donc la somme géométrique des forces, c'est-à-dire 
leur résultante, est nulle. Cette condition nécessaire de 



I'('(|ullibre esl év idem ment sujjtsnnie, d'apri^s le principe di 
riiKTlie. 

l'oiir exprimer, analytiqucmcnt. qu'un poiut matériel esl 
en é<]iiilil)re, ÎI faut iluac écrire que la réstiltanle de loutCi 
les forces qui agisseiU sur lui esl nulle, c'esl-à-dire que la 
somme des projections des cuinposanles sur chacun des trois 
axes Oa;, 0^, 0= esl nulle : 



- POINT MATÉIUEL NON UBHE. 



61). Équilibre d'un point pesant sur un plan inclina 
Frottement. — (^uand un puinl pesaul esl posé sans vîtesi 
initiale sur un plan horizontal, coninte un objet sur une labli 
il reste immobile. Cela tient à ce que sou poids p esl tenu 
équihbre par la résistance de la lable. D'une façon plus pi 
cise, la lable développe une résisUince qui esl une cerlainS 
force R, égale et opposée {Jîg- f>8) au [mids du poini ; le poin» 
matériel, étant alors sollicité par deux forcée 
'^' *■ ■ égales el opposées, esl en équilibre. 

Supposons mainlenant que l'on place uir: 
poini pesant, sans vitesse, sur un plan inclii 
— faisant un angle a avec l'horizon. Nous sup- 
posons que ce point peut seuleuieni glissée 
cl non rouler sur le plan : il faut donc s( 
représenter comme un pctii corps solide 
posant par une face plane sur le plan et non comme une bille- 
L'expérience montre que le point reste Immobile Linlqufr 
l'angle a est suffisamment petit, mais qu'il se met à glisser 
quand l'angle a surpasse un certain angle limite ^ : cet anglir 
jflépcnd de la nature de la surface du jilan et de la nal 



JLcorps solide consLiUianL le poiut, mais il ne dépend pas ■' 
[poids de ce poinl; par exemple, si le plan est une plaque de j 
tbte el si les pelils corps qij'on place sur lui sont en fer, 

e (p esL d'environ lo". On dit que cet angle est Vangle ■ 
i/roitement du point sur le plan : ainsi, dans l'exemple \ 
t, on dira que l'angle de frollemenl du fer sur la fonte est ] 
Bio". Plus le plan est poli, plus Fangle limite o est petit. Si, 
■ lieu de prendre une plaque de funle sèche, on la lubrifie 

c de l'huile, elle devient /)/(« giissante, l'angle (f devient ' 
bs petit que 10°. 

On se rend compte de l'existence de cet angle en prenant 
Iplan matériel horizontal dont la surface est partout dans 1 
même état, el en plaçant dessus de pelils corps de même ■ 
pulislance, mais de poids différents. Si l'on incline le plan ' 
sans secousses, les corps restent d'abord immobiles, puis ils 
se metleol lous à glisser au moment où l'inclinaison et dépasse 
I angle limite œ. On a ainsi un mo_yen, d'ailleurs peu préci; 
'le délerminer l'angle de frottement de deux substances. 

-Anal^jsons, maintenant ce phénomène. Le point étant e 
écjTiilibre sur le plan incliné {ftg- 69), le plan développe une 
""ésistancc ou réacûon qui fait équilibre au poids p. Or ce . 
poids jo fait, avec la normale mN au plan, un angle é 



npeut ( 



: dire que le plan développe 



détruit le poids jo, pourvu q 



el'ai 



Eté poids avec la normale au plan 
oindre qu'un certain angle dé- 
é cp, qui est l'angle de froltc- 
tent du corps sur le plan. 
I-Décomposons le poids p en deux 
; l'une N, normale au plan; 
^Ire T, dirigée suivant la ligne de 
'S grande penle. La force N ne fait 
^^puyer le corps conti'c le plan, la force T tend à le faire 

s venons de le voir, le glissement ne J 
I produit pas tant que l'angle y. Ae. p avec la normale est " 
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moindre que o, ou, comme a et cp sont aigus, tant que 

tanga^ tango.. 

Or le triangle mN/>, dans lequel mNr=N et N/>=T, 

donne 

T 

tanga=.- -^• 

Donc le glissement ne se produit pas tant que 



. 1 



11 se produit quand 






T 



La quantité tangcp s'appelle coefficient de frottement du 

point matériel sur le plan. On désigne ordinairement ce 

coefficient par/, 

/= tangcp. 

Ce coefficient étant connu, on voit que le glissement ne se 
produit pas tant que 

On a ainsi les conditions d'équilibre d'un point pesant sur 
un plan incliné avec frottement. 

Réaction du plan. — Nous avons dit que le plan produit 

une résistance ou réaction qui est 
une force R appliquée au point en 
équilibre égale et opposée au poids. 
Cette force R fait donc avec la nor- 
male également un angle moindre 
que <p. Si on la décompose en une 
composante normale N' {fig» 70) et 
une composante ï' située dans le 
plan, N' est égale et opposée à N, 
T' égale et opposée à ï. On a donc dans l'équilibre 



Fig. 70. 
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67. Équilibre d'un point sur un plan sous Faction de 
forces quelconques. — Soit un plan fixe, un point m pou- 
vant glisser sur ce plan, ce point étant sollicité {5?ir différentes 
forces Fj, Fg, /. . , F,|, parmi lesquelles se trouve le poids; 
501 1 F la résultante de ces forces. Pour que le point supposé 
immobile ne glisse pas sur le plan, il faut et il suffit : 

i** Que la force F soit dirigée de façon à appliquer le point 
contre le plan; 

2*^ Qu'elle fasse avec la normale au plan un angle moindre 
que l'angle de frottement cp du point 
sur le plan. Fig. 71. 

Supposons qu'on décrive un cône 
de révolution {fig. 71) ayant pour 
sommet /w, pour axe la normale mN 
au plan et pour demi-angle au som- 
met l'angle <p. Pour que le point m 
soit en équilibre, il faut et il suffit 
que la force F soit dans l'intérieur 
de ce cône. On appelle ce cône le 
cône de frottement. 

Si l'on décompose F en une force N normale au plan et 
une force T parallèle au plan, pour qu'il j ait équilibre il 
faut et il suffit que 

T^/N. 

Quand l'équijibre a lieu, le plan produit sur le point une 
réaction R égale et opposée à F : en décomposant cette réaction 
en une force N' normale au plan et une force ï' parallèle au 
plan, N' est égale et parallèle à N, ï' égale et parallèle à T; 
donc, dans l'équilibre, les deux composantes de la réaction 
du plan vérifient l'inégalité 




T'::/N' 



coins DB HÉcuiionB. 
Ces inëgalit^s fiprinieiil ce qu'on appelle les lois du/rot 
tementà l'état d'équilibre. 

Remarque. — Comme cas limite, un considère cjuelqM' 
ois le cas idcal où il n'y uurait pas de frullement, c'esl-à-Q] 
i où le plan serait parfaitemenl poli; dans ce cas, 
KoefTicienlde lVi>Uementyel l'angle -s sont nuls, etpourqii 

ait (iqoilibre. il faut et il suffit que la force soit dirigét 
[bçon à appliquer le point sur le plan et normale an plai 
[es composantes T et T' sont nulles dans l'équilibre. 

Application : Équilibre limite d'un point pesant sur 

plan horiBonial sous l'action d'une force hoi 

'^' ■'" zontale. — Soit^ le puidsdu point, q la for 

" m ■ ? horizontale appliquée au point {fig- 7; 

j^^X.^ Ces deux forces ont nne résultante F ; pc 

i ^^ ^ijç j^, pjjjm reste en ff-quilibre, il faut et 

suffit que F fasse avec la normale un angle 
moindre que a; on a (évidemment 

Donc, pour l'équilibre, il faul'et il suffit que l'on ai 
|.llang(p, ^IJp. 
y désignant le coefiicient de frolleraent. 

68. Loi du frottement de glissement i l'Atat de mo 
Toment. — Nnuj, venons de voir suivant quelles lois s'eiei 
la rt'aclion d'un plan sur un point pouvant glisser sur le plî 
lorsque ce point est en équilibre. 

Quand le point glisse sur le plan, les lois de la réactîi 
sont changées. Soit m le point mobile, V sa vilesse {Jïff. 7. 
à l'instant (; cette vilesse esl un vecteur du plan. La 



/-â" 



I IJoa R du plan siir le point esl i>nc force oblique au plan; 
I décomposons ceLle forée èa une force normale N' et une 
Iforceparallèle au plan T; la force normale est situde par 
lïappDrt au plan du cAté où est placé le point; elle a une 

randeur quelconque; la force tangen- 

ielle T' est dirigée en sens contraire 

'e la vitesse V du point et sa grandeur 
fgt donnée par la relation 
T' = /"N', 

'f étant le coefficienl de frottement du 
point sur le plan. On voit que quand il y a éqitilibi-e ou s 

T' -ifS' ; 
au contraire, quand il y a mouvement, 
T' = /N'. 

Application. Mouvement rectilïgne d'un point pesant sur 
un plan horizontal sous l'action d'une force constante. — Soi I 
un point matériel de poids /> posé sur un plan horizontal et 
sollicité par une force constante en grandeur cl eu direc- 
tion ç parall(>le au plan. Nous supposons qu'à l'instant ( ^= u 
le point soit abandonnée lui-même ou lancé avec la vitesse faj 
dans la direction de ç, soit dans !e sens de q, soit en seaM^ 
contraire. Le mouvement est alors rectilïgne et le point décria 
une portion de droite parallèle à g. 

Premier cas. — Le point est abandonne sans vitesse. 

Si g^/p, le pointrcste immobile (comme nous l'avons vu). 

Si q~^ fp, le point se met à glisser dans le sens de 9 : 
prenons sa position initiale comme origine O et la droite 
qu'il décrit comme axe Ox {fig. 74). le sens positif étant 
celui de q. La vitesse v du point à un instant quelconque 
est dans le sens de gr; le plan exerce sur le point une réac- 
tion Il qu'on peut décomposer en une force normale N' et 





Fig. 74. 
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une force taiigenliclle T'; la force T' est de sens contraire 
(le la vitesse et égale à /"N'. 

Cela posé, remarquons d'abord que N'=/>. Le point mo- 
bile m est sollicité par les quatre forces y, /?, T', N'. Gomme 

il décrit une droite, son accé- 
lération Y est dirigée suivant 
cette droite, et par suite aussi 
la résultante my de toutes les 
forces qui lui sont appliquées. 
La force N' doit donc être égale 
et opposée à y?. 

La force T' égale à y"N' est 
donc égale à fp. Comme q est supposé supérieur à fp^ les 
deux forces q et fp se composent en une seule q — fp- 
dirigée dans le sens 0;r du mouvement. Comme q est con- 
stant par hypothèse, on voit qu'on est ramené au mouve-, 
ment rectiligne uniformément accéléré d'un point sous 
l'action d'une force constante, le point partant de l'origine 
sans vitesse. 

L'équation du mouvement est 

On en déduit 

dx , . . 

sans ajouter de constante, puisque la vitesse initiale est sup- 
posée nulle; puis 

mx= --{q —fp)r-, 

sans ajouter de constante, puisque le mobile part de O. 

Deuxième cas. — Le point est lancé dans le sens de q avec 
une vitesse Tq; la vitesse variant d'une façon continue est, au 
commencement du mouvement, dans le. sens de q\ donc T' 



\ 
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est en sens contraire et réqualion du mouvement est encore 

1** Si q<ifpi le mouvement est uniformément retardé^ 

on a 

d.x: , - ^ 

la vitesse s'annule au bout du temps 

A cet instant le mobile occupe une certaine position m\ 
{^fig* 75) facile à obtenir par la formule 

mx=-(q — /p)t^~\- nn>Qt 
qui donne le chemin parcouru ; il se trouve alors dans les 

Fig. 75. 



Vo T' wi' ^ rrvi^ 

mêmes conditions que s'il était abandonné .en m^ sur le plan, 
sans vitesse initiale, et il reste immobile en /Wi, car q <ifp. 

En résumé, le mouvement est uniformément retardé, et au 
moment où la vitesse s'annule le point s'arrête. et reste immo- 
bile. C'est là le fait qui se produit, par exemple, pour <jr = o ; 
si on lance une pierre sur un plan horizontal, elle décrit une 
droite avec une vitesse décroissante et finit par s'arrêter. 

2^ Si (J>fPt le point se meut sur Ox d'un mouvement 
uniformément accéléré. 

3<* Si q '=^ fq-i l'équation du mouvement est 

d'^x 
'^^ -7-, — Oj 

le mouvement est rectiligne et uniforme. 

AC. i« 






l46 COURS DE MECANIQUE. 

Troisième cas. — Le point est lancé en sens contraire de g: 
Prenons le sens de la vitesse initiale p© comme sens des a; 
positif. Dans une position m, la vitesse du mobile est dans le 
sens positif i^fig* 76), dofic T' est dans le sens négatif 
comme q\ les deux forces T' =zfp elq s'ajoutent alors pour «j 

Fig. 76. 



O Vo T' ^ m, V /rti 

donner une force q -^fp dans le sens négatif. L'équation du 
mouvement est 

elle définit un mouvement d'abord uniformément retardé ; on 

en déduit 

doc 

» 

Le point arrive au bout du temps 

mvQ 



^ = 



9-^/? 



dans la position m^ où sa vitesse s'annule.. A partir de ce 
moment, il est dans les conditions du premier cas ; il se com- 
porte comme s'il était abandonné sans vitesse initiale sur le 
plan sous l'action de la force q. 

Si q =//>, il reste immobile en m^ ; 

Si q >fpi il revient sur ses pas d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré d'accélération ~ — — • 

m 

Cas où la force q cesserait d'agir à un certain instant. — 

Si, à un instant où le mobile a une vitesse P'o? <1 devenait 
nul, l'équation du mouvement serait 

"^-dT^-^fP'^ 



MÉCANIQUE. 147 

et le mobile, après avoir pris un mouvement uniformément 
retardé, s'arrêterait dans la position où sa vitesse devient 
nnlle; c'est, comme nous l'avons déjà dit, le cas d'une pierre 
lancée sur un plan horizontal. Si, en même temps, le frotte- 
ment était nul, on aurait 

le niouvement serait rectiligne et uniforme. On peut appro- 
cher de ce cas idéal en lançant un morceau de glace sur un 
plan de glace horizontal; le mouvement est sensiblement 
uniforme, carie frottement, sans être entièrement nul, devient 
très faible. 



F»g- 77- 



69. Mouvement d'un point sur un plan incliné sans 
frottement. — Quand un point se meut sur un plan incliné 
sans frottement, /= o; la composante tangentielle T' de la 
réaction du plan sur le point est nulle, et cette réaction se 
réduit à sa composante normale N' 

Soit alors un point pesant m de 
poids p mobile, sans frottement, sur 
un plan incliné, faisant un angle a 
avec l'horizon. Soit N' la réaction du. 
plan sur le point; décomposons p en 
deux composantes, l'une T = /?sina 
située dans le plan et dirigée suivant 

la ligne de plus grande pente, vers le bas, l'autre N=/> cosa 
normale au plan. Le point se meut sous l'action des trois 
forces T, N et N'. Comme il reste dans le plan, son accé- 
lération ^ est dans le plan : la résultante des forces qui 
lui sont appliquées, étant égale à my, est donc aussi dans 
le plan. On a donc 

N'=N=/?cosa, 




I 



el In résiiltiinle des furctrs airissaiil sur li 



constante en grandeur, direction et sens. 

On pourra alors applique^!- a» mouvcmenl proiluii par celle 
force tout ce que nous avons dit du mouvement d'uii poiot 
BOUS l'action d'une force constante. Si le point est lancJ 
suivant une ligne de plus grande pente, vers le haul ou vwî 
le bas, uu abandonné à lui-même, il prend un mouvement uni- 
formément relardé ou accéléré d'acc(5lération^—^ :=^sim. 

S'il est lancé dans une autre direction dans le plan, il prend 
un mouvement paraboHqu<ï. 

70. Principe de l'égalité de l'action et de la réactiOB. 
Newton a énoncé, sotis le nom de Principe de /'égalité de 
l'action el de (a réaction, la loi, suivante : Si nu point H 
est sollicité par une force F due à ta présence d'un autre 
point M', cette force est dirigée suivant MM' el le seciwi 
point M' éprouve de la purl de M une force égale et précisé- 
ment opposée à F. Newlon eiprime ce faîl en disant que II 
réaclion est égale cl opposée à l'action. 

Le principe dej'cguliléde l'action et de la réaction s'éteni 
immédiatement aux actions mutuelles de deux systèmes di 
points (S) et (S'). 

Si les points du système (S) exercent sur ceux de (S' 
certaines forces, inversement les points de (S') exercent su 
ceux de (S) des actions représentées par des forces égales et 
directement opposées aux premières. 

Ainsi, quand un cbeval tire une voilure, les actions d'ufl 
(les traits sur la \oiture sont égales el directement opposées 
celles delà voiture sur le trait, etc. 

71. Pression totïtle ; Pression par unité de surface. - 

Gomme application de ci2 principe général, nous pouvoni 



I lUDs les exercices précédenls relatifs au mouvement d'uQfl 
IfoinL sur un plan, détermiQer ce qu'on appelle la pressibnM 
Kùlale du point sur ce plan on force pressante. 

Nous avons vn que, quand un point est en équilibre ou ei^ 

^noiivemenl sur un plan, la résistance du plan sur lui ou l&M 

P réaction du plan sur lui estime force R ayant une composantej 

l ngrmale au plan N' et une composante parallèle au plan T'. J 

iNons avons donné successivement les lois de ces forces dansi] 

l 't'tjpolhcse de l'équilibre, puis dans celle du mouvement. 

D'après le principe de l'égalité de l'action et de la réaclrion,! 

puisque le plan agit sur le point en produisant une force B3 

ijlfiliquée au point, celui-ci doit agir à son tour sur le plan! 

et produire une force — (R) égale et opposée à R et appliquée! 

lu plan. 

C'est cette force qu'on ap[iclle pression totale du pointi 
sur le plan. 

Celte pression totale pourra comme R se décomposer ei^'J 
I forces, l'une — (N') normale au pian, égale et opposée] 
WN', l'autre — (T') parallèle au plan, égale et opposée à T'. ■ 
1 On pourra appliquer ces considérations à chacun des pro- 
3 précédents. 

Par exemple, pour un point pesant en équilibre sur un plan 
incliné avec frottement (66), l'angle a étant au plus égal à y, ' 
ia pression totale du point sur le plan est égale et opposée à'I 
?a réaction R du plan sur le point. Mais, comme R est égal 
t-l opposé au poids du point, la pression totale du point sur 
le plan est précisément égale au poids. 

Si un point pesant de poids p glisse sur un plan horizontal, 
sous l'acliond'une force constante ç parallèle au plan (68), la | 
réaction R du plan a une composante normale N' égale el 1 
opposée àjD el une composante tangentielle 'V = fp opposée I 
à la vitesse V; la pression totale du point sur le plan a donc I 
une composante normale égale au poids et une composante I 
idQgenlielle égale à fp dirigée suivant la vitesse V. La près- | 
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sion totale est donc 



Enfin, si un poinl pcsanl glisse sans froUemenI sur un plafl 
incliné faisant l'angle a avec l'horizon, _/" est nul, T est nul, 
la réaction du plan se réduit à la composante normale 
ti'r^pe-osix et la pression totale du point sut le plan, égak 
el opposée à N', est normale au plan etégale à p cosa. 

Quand un corps de dimensions finies est en repos sur un 

plan horizontal qu'il touche par une surface plane S, on appelli 

pression par unité de sur/ace ro le quotient de la pressioi 

totale, c'est-à-dire du poids V du corps par S, 

P 



La pression par unité de surface n'a pas, 
pression totale, les dimensions d'une force; on voit, d'api 
l'équalion (i), que ses dimensions sont L~' MT~*. 

L'identité complète des termes par lesquels on désîj 
dans l'usage courant, ces deux grandeurs de naiure si difii 
rente, tend à créer une confusion que les considéralïoi 
d'homogénéité devront toujours permettre de dissiper facili 
ment dans les calculs algébriques; dans les applîcatioi 
numériques, on distinguera les pressions totales et les pre: 
sions par unité de surface par l'indication exacte des unil 
servant à les mesurer, 

72. Pendule simple, petites oscillations. — Considéro; 
un poinl pesant de masse m rattaché h un poinl fixe O par 
fil inextensible cL sans masse. Supposons que ce point 3« 
lancé dans un plan vertical passant par O; il décrit alors 
arc de cercle de centre O, Pour étudier son mouvemei 
appelons O' le poinl le plus bas de la circonférence, cl 
l'angle que fait, à l'inslant /, le rayon 0/n avec le rajo 
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vertical 00', cet angle étant regardé comme positif à droite 
et comme négatif à gauche {^fig^ 78). 

Prenons le point O' comme origine des arcs s sur la circon- 
férence et comptons ces arcs positivement vers la droite, 
dans le sens O'^. On aura évidemment 



s = /ô, 



Fig. 78. 




ntg 



/désignant la longueur du pendule. 

La masse m se meut dans le champ de 
force uniforme de la pesanteur d'inten- 
sité g\ elle est donc sollicitée par une 
force m g qui est son poids /?, et qui est 
parallèle à O O' ; au même point matériel 
est appliquée la tension du fil N' dirigée 
suivant le fil, c'est-à-dire de m vers O; il 
est évident, en effet, que le fil doit tirer 
sur le point avec une certaine force pour l'empêcher de 
s'éloigner du centre. 

Nous allons chercher l'accélération tangentielle y^ du mo- 
bile estimée positivement dans le sens /nT de la tangente 
menée dans le sens des arcs positifs. 

Décomposons le poids mg en deux forces, l'une 

N = mg cos 
normale au cercle, l'autre 

tangente au cercle, et remarquons que cette composante est 
dirigée en sens contraire de m T. Les deux forces normales N 
et N' ont une résultante N< normale au Cercle, de sorte que, 
finalement, le point est sollicité par une force tangente q et 
par une force normale N< dont la valeur estimée positivement 
dans le sens /nO est N^ = N' — N. 

L'accélération est égale à la résultante des forces agissant 
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sur le point divisée par m : elle a donc une composante 
langenticlle égale en grandeur à —, ayant mêmes direction et 



m 



N 
sens que q, et une composante normale égale à — • 

La valeur de la composante tangentielle de l'accélération 

estimée positivement dans le sens mT est alors — — ; d'autre 

part, cette valeur est dans un mouvement quelconque -rji 
on a donc l'équation 

ff*s _ q 

ou, eu remplaçant s par /6 et q par m^sinO 

(0 S=-î>"^ 

il faudrait tirer de cette équation 6 en fonction de f , de telle 
façon que pour < = o ait une valeur donnée correspondant 
à l'écart initial et que 

d& , d^ 
dt dt 

prenne une valeur algébrique donnée v^ égale à la vitesse 
initiale imprimée au point. 

Le problème ainsi posé dépasse les limites d'une ana- 
lyse élémentaire, si l'on veut le traiter rigoureusement. Mais, 
dans leç applications à la Physique, on suppose ordinairement 
qu'à l'instant ^ = o, 6 prenne une valeur très petite Oq et que 

la vitesse initiale soit nulle ; -r ou 8'^ est donc nul pour i = o. 

Le pendule oscille alors en s'écartant très peu de la position 
d'équilibre 00'. L'arc 8 restant très petit, on peut remplacer, 
avec une grande approximation, sinô par et l'équation du 
mouvement devient 
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Cette équation est de la forme 



dt^ 



= — u)*a7 



(- f 



Or, nous avons vu (n°61) que la solution de cette dernière 
équation, qui prend la valeur Xq pour f = o et dont la dérivée 
prend la valeur x^ pour f = o, est donnée par la formule 



x' 
X = Xii cos iùt -\ sin (u t. 

(3i 



On aura donc, en remplaçant x par 8, Xq par Ôqj ^'o P^^ ^o? 
et remarquant que 0^ est supposé nul, 



= 6n COS / 



i/î- 



[ C'est là l'équation des petites oscillations d'un pendule 

\ simple, l'amplitude des oscillations étant Ôq* Oii voit qu'aux 

; époques o, "^i/-» ^"^i/"' •••'l^i valeur de est alternative- 
ment 6o, — 6oy .... La durée àeV oscillation simple est donc 

Vf 

Remarque. — ^En se plaçant dans le cas général, on peut dé- 
terminer rigoureusement la vitesse dans un mouvement pen- 
dulaire, comme il suit. Multiplions les deux membres de ( i ) par 

2 -j-* nous aurons 

at 



rfO C?2 ^ . ^ d^ 

1 -. T— = — 2 ^ sin -7- • 

dt dt^ l dt 

Sous cette forme, le premier membre est la dérivée de ( -7- J 

par rapport à t et le deuxième de 2 ^ cosO. Ces deux fonctions 
ajant des dérivées égales diffèrent par une constante, donc 



( 



di) =^T«°*e + «; 



"V. .• ■■,-.■'---.■ 
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la vitesse i^ du pendule étant 

ds .db 
dt dt 

cette formule équivaut à 

p*= 2^/cos8 -h ^, 

h étant une constante. 

A rinstant initial 6 = Oo? ^ = ^^o^ donc 

A=pJ — 2^/cos6o; 

la formule qui donne v est alors 

p* — pJ = 2^/(cos6 — COSÔo), 

et si la vitesse initiale est nulle, 

pî = 2^/(co8 8 — cosOo). 

Dans le courant d'une oscillation simple, 6 varie de 8© à 
— 9o> ^ paTt de zéro et revient à zéro en passant par un maxi- 
mum pour = 0, c'est-à-dire au moment où le pendule passe 
par la verticale. 



C. — THÉORIE DES MOMENTS. 

73. Sens positif de la rotation autour d'un axe 
orienté. — Soit un axe A : on dit qu'il est orienté quand on 
a fait choix, sur cet axe, d'un sens positif que l'on indique 
ordinairement par une flèche. Ainsi dans \dijig, "jg, le sens 
choisi comme positif sur A est le sens ^'^.. Imaginons alors 
un point M qui se meut dans l'espace en suivant une courbe 
quelconque G, non située dans un même plan avec l'axe; on 
dit que le point tourne autour de l'axe dans le sens positif 
quand un observateur debout le long de l'axe, les pieds en z^ 
et la tête en 5, voit le point marcher de sa gauche vers sa 
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. Dans le cas contraire, on dit que le point tourne 
' (le Taxe dans le sens négatif. 

exemple, si l'on pose une montre sur une table, le 
i en l'air, et si par le centre de la montre on mène un 
rtical, orienté positivement vers le haut, les extrémités 
quilles tournent autour de cet axe dans le sens positif, 
enons au cas général et supposons Taxe siz réalisé 
ellement; puis prenons l'extrémité z de l'axe entre les 

Fig. 79. Fig. 80. 

1*- 





de la main droite; le sens positif est le sens dans 
on tend naturellement à faire tourner l'axe entre les 
. Ainsi quand on veut faire tourner une toupie sur une 
on prend l'extrémité z de l'axe z^z entre les doigts de 
n droite {fig^ 80), et on la fait naturellement tourner 
e sens positif autour de la verticale ascendante \s'^. 

Moment linéaire d'un vecteur par rapport à un 

— Soit {^fig» 81) un vec- 
' d'origine A et un point arbi- 
B de l'espace. Le moment 
re du vecteur P par rapport 
Int B est un autre vecteur BG 
ne B ayant : 1 ® une longueur BG 
Qumériquement au produit PS 
leur par sa distance 8 au point B ; 
3 direction perpendiculaire au plan BAP déterminé 
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par ic vecteur el le poinl B; 3° un sens tel qu'ui 
purCDUrant le vecteur AP de A vers P tourne dans le Sfi! 
positif autour de l'axe orienté BG. 

Ces dérmîlions déterminent cumplètcnicnl I 
linéaire BG. On peut remarquer que, si un mobile suivait 1 
moment linéaire BG de B vers G, il tournerait aussi dail 
le sens positif autour de l'axe orienté AP- 

Quand on repri'sente les longueurs et les forces & la mém 
échelle, ce que nous supposerons constamment par la s 
la grandeur PS du moment linéaire BG est numériqm 
égale au double de l'aire du triangle BAP. 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à un poifl 
ne change évidemment pas quand on transporte ce vectea 
en un point quelconque de sa direction sans altérer ni S 
grandeur ni son sens. Si, laissant lu grandeur et la dLrcctio 
d'un vecteur invariables, on changeait son sens, son momei 
linéaire par rapport à un point ehangerail lui-même de seni 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à un point] 
reste le même en grandeur, direction et sens quai 
le vecteur invariable, on déplace le point B sur une parallêl 
au vecteur. 

Cas où le moment linéaire d'un vecteur est nul. — Pûu 

Ique le moment liné;iire BG == Po ^ui\ nul, il faut cl il suffi 
"que l'un des facteurs P ou S soit uu.1 ; dune il faut et il suffi 
ou bien que le vecteur soit nul, ou bien que sa direclM 
passe par le point B par rapport auquel on prend le momen 
Ces deux cas sont précisément les seuls cas dans lesquels 
plan BAP serait indéterminé. 

Dimensions d'un moment. — Quand on a fait le cho 
d'une certaine unllé de longueur et d'une certaine unité 
force, la grandeur du moment linéaire BG est mesurée par 
J^orabre PS qui est de dimensions FL, ou dans le s^stèd 
longueur, masse, temps, ML'T~*. 
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75. Théorème I. — Le moment linéaire (Tun vec- 
eur AP par rapport à un point B est égal au moment 
inéaire par rapport au même point de la projection du 
vecteur sur un plan mené par A perpendiculairement 
àÂB. 

Soient en effet (fig- 82) un vecteur AP d'origine A et un 
point B; menons par A un plan perpendiculaire à BA et 
appelons p la projection orthogonale 
du vecleur P sur ce plan; il faut mon- ^* 

trer que les deux vecteurs T? el p ojat ^ 

même moment linéaire par rapport 
, à B. En effet, ces deux moments ont 

même grandeur, car les deux triangles p/-V- ^p' 

[ BAP et BA/? sont évidemment équi- 
[ valents dès qu'on leur donne comme 
base commune BA ; ils ont même direc- 
tion, car ils sont perpendiculaires aux 

deux plans BAP et BA/> qui se confondent; ils ont aussi 

même sens, car un mobile suivant l'un ou l'autre des vec- 

' leurs AP ou A/? tourne dans le même sens autour d'une 

perpendiculaire au plan BAP/?. 
i 

' 76. Théorôme II. — Le moment linéaire, par rapport 
àun point, de la résultante de plusieurs vecteurs concou- 
rants est égal à la somme géométrique des moments 
linéaires de ces vecteurs. 

Nous démontrerons d'abord le théorème pour deux vec- 
teurs concourants; nous passerons de là au cas d'un nombre 
quelconque de vecteurs. 

Deux vecteurs. — Soient deux vecteurs concourants AP 
H AQ appliqués au point A, AR leur somme géométrique 




'".•r-i '"-i 'f<. ■ V 
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OU résultante {fig* 83). Prenons les moments linéaires res- 
pectifs BG, BH, BK de ces trois vecteurs par rapport à un 
point quelconque B; il faut montrer que le vecteur K est 
la somme géométrique des vecteurs G et H. Pour cela, menons 
par A un plan II perpendiculaire à AB et appelons />, q^ r les 

Fig. 83. 




projections des trois vecteurs P, Q, R sur ce plan ; comme la 
projection d'un parallélogramme est un parallélogramme, le 
vecteur r est la somme géométrique des vecteurs p et q. 

D'après le théorème I, les moments linéaires des vec- 
teurs P, Q, R par rapport à B sont identiques à ceux des vec- 
teurs /?, 5^, r; ils sont donc égaux aux produits de p^q^ r 
par BA et perpendiculaires aux plans BA/), BAgr, BAr dans 
le sens indiqué par la définition des moments linéaires. Ces 
trois moments G, H, R sont évidemment dans un même 
plan n' perpendiculaire à AB au point B. Cela posé, menons 
par B trois vecteurs BG', BH' et BK' respectivement paral- 
lèles aux vecteurs/?, </, r, de même sens qu'eux et égaux aux 
y)rodnits de/?, q^ r par BA 

BG' = /?xBA, BH'=^xBA, BK'=rxBA. 



KJâHQVB. 

Ces trois vecieurs sonl également dans le plan II'. La Tigunin 
BG'K'H' est alors homolhétique de A.pqr, et comme cettç 
dernière est un parallélogrbimme de diagonale A r, la première 
est un parallélogramme de diagonale BR'. 

Mais maintenant, pour obtenir les trois moments linéaireal 
BG, BH et BK àe p, q, r, par rapport à B, il suffit de faire! 
tourner l'ensemble des trois vecteurs BG', BH', BK.' d'un.^ 
angle droit autour de BA dans le sens positif des rotations :' 
donc BK est la diagonale du parallélogramme construit sutM 
BG el BH, ce qui démontre le théorème. 

Nombre quelconque de vecteurs concourants. — Soient / 
vecteurs P,, Pj,. ..,P„ ayant même origine A, et Rleurrésul-J 
tante. Construisons les moments linéaires BG,, BGj,. ..,BGHt 
de ces vecteurs par rapport à un point B et soit BG le moment 1 
linéaire de R. Il faut montrer que BG est la somme géomé-sï 
trique deBG,,BG|,,..., BG„. 

On pourrait employer la même méthode que précédem-J 
ment en remplaçant tous les vecteurs par leurs projectionsJ 
sur le plan II mené par A perpendiculairement à AB, et'l 
remarquant que la projection de la réstdtante R sur ce plan i 
est la somme géométrique des projections des composantes.; 
Nous emploierons une autre méthode qui consiste à mon-^ 

que, si le théorème est vrai pour n — i vecteurs concou- 1 
ils, il l'est pour n. Soit Q la résultante des n — i vecteurs 1 
I^Pj, ..., P„_i et BH son moment linéaire par rapport à B. J 
hypothèse BH est la somme géométrique de BG|, 
. - ., BG„_, 

(BH)=(BG,)-t-(BGi)-F... +(I!G,-,). 

résultante R des n vecteurs donnés Pi , P^, . . . , P„ s'ohlient. I 
Composant Q avec P„ ; donc le moment linéaire BG de R J 
Ha somme géométrique des moments BH et BG„ de Q et I 

{'BG} = ( au j-^-tBG„). 



i6o 

Il en résulte 
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(BG)=(BG,)H-(BG,) 
ce qui démontre le théorème. 



(BG«), 



77. Système de vecteurs non concourants; somme 
géométrique ou résultante générale et moment résul- 
tant par rapport à un point. — Soient des vecteurs AiP,, 
Aa 1^21 " ") A,i P« placés d'une façon quelconque dans l'espace 

Fig. 84. 




{/ig. 84). Prenons un point B quelconque, et faisons les ■ 
deux constructions suivantes : 

1® Par le point B menons des vecteurs BP^, BPg, . . ., BP'^ 
égaux et parallèles aux vecteurs proposés, et construisons . 
leur somme géométrique BR ; ce vecteur R est, par défini- 
tion, la somme géométrique ou résultante générale des '. 
vecteurs donnés relativement au point B. 

2** Prenons les moments linéaires BG|, BGa, . . ., BG,| des 
vecteurs proposés par rapport au point B et construisons leur 
somme géométrique BH; ce vecteur est, par définition, /e 
moment résultant des vecteurs donnés par rapport au 
point B. 

A chaque point B de l'espace correspond ainsi une somme 
géométrique et un moment résultant. Quand le point B se 
déplace, la somme géométrique reste la même en grandeur, 
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direction et sens, comme il résulte de sa définition même, 
mais le moment résultant change en général. 

Application à un système de vecteurs concourants. — Si 
Ton imagine en particulier un système de vecteurs AP^ , 
AP2, . . ., AP„ ayant même origine, leur somme géométrique 
relative au point A n'est autre chose que leur résultante R, 
et leur moment résultant relatif au point A est évidemment 
nul. 

Pour tout autre point B, la somme géométrique des vec- 
teurs concourants est égale à leur résultante R en grandeur, 
direction et sens ; leur moment résultant BH par rapport au 
point B est, d'après le théorème précédent, égal au moment 
de leur résultante AB par rapport au même point : il est donc 
perpendiculaire à la somme géométrique. 

78. Couple de vecteurs : axe d'un couple. — Appli- 
quons en particulier les définitions précédentes à un système 

Fig. 85. 




de deux vecteurs P et Pi égaux, parallèles et de sens contraires 
(.fis- ^^)* ^^ système de deux vecteurs s'appelle un couple 
de ^vecteurs. 

Soit B un point quelconque de l'espace; si l'on mène par 
cç point deux vecteurs BP' et BP^ égaux et parallèles aux 
deux: vecteurs donnés, leur somme géométrique est évidem- 
ment nulle. 

AC. " 
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Cherchons, d'autre part, le inomei^t résultant relatif au j 
j)oint B; nous démontrerons que ce moment résultant est le ! 
même en grandeur, direction et sens, quel que soit le 
point B choisi. Pour cela, remarquons que, si l'on a abaissé 
du point B des perpendiculaires BA et BA| sur les deux vec- 
teurs P et P^ , le plan BXA| est perpendiculaire à la direction j 
commune des vecteurs et les deux moments linéaires BG et 
BG< des vecteurs par rapport à B sont dans ce plan ainsi qu 

Fig. 86. 



B^' 




H' 



leur moment résultant BH. Prenons ce plan pour plan de la 
Jig, 86, le vecteur P étant supposé dirigé en avant du plan 
de la figure et le vecteur Pi en arrière. 

Le moment linéaire de P par rapport à B est un vec- 
teur BG = P X AB situé dans le plan de la figure, perpendi-^ 
culaire à AB, dans le sens indiqué. De même, le mometit 
linéaire de Pi par rapport à Best un vecteur ÇGi = P x AjB? 
car Pi = P, perpendiculaire à Ai B. Le moment résultant Blï 
est la diagonale du parallélogramme construit sur BG et BG,; 
ce vecteur est perpendiculaire à AA| et égal à Px AA^. 
En effet, si l'on faisait tourner le triangle BGH d'un angle 
droit autour de B, dans son plan, on l'amènerait dan's la posi- 
tion BG'H'dans laquelle les côtés BG' et G'H' seraient paral- 
lèles aux côtés AB et BA» de même sens qu'eux et égaux aux 
produits de ces côtés par P; le troisième côté BH serait donc 
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ené aussi à être parallèle à AA, , de même sens que AA, el 
1 produit P X AA-i . Donc, avanl la rolation du iriangle,, 
c6té BH était perpendiculaire à AA,, c'est-à-dire au plan 
couple, el (?gal à PxAA,, Il reste donc le mêmeengran- 
nr, direction et sens, quel que soit le cliois du point B, 
Le moment résultant d'un couple de vecteurs s'appelle | 
ixedu couple. 

l'axe d'un couple est ainsi un vecteur défini en grandeur, \ 
rection et sens, mais non en position, car son point d'appll- | 
est un point quelconque B de l'espace. Pour obtenir 1 
s éléments de cet aie (grandeur, direction et sens) il suffit! 
S prendre le moment résultant du couple par rapport à un-l 
oint particulier, par exemple par rapport au point A, , pris T 
irl'un des vecteurs P) du couple; l'axe du couple est le mo- j 
lent résultant des deux vecteurs P et P, par rapport aa 1 
oint A, {Jig- 86) ; comme te moment de P, est nul, l'axe sej 
au moment linéaire A) H) de! ] ar ■apport upoinlA,; I 
"est donc égal au produit de P par la pi s courte dis- 
nce AA) des deux vecteurs, peipe de la rc au plan du j 
Wple cl dirigé dans un sens tel q n ob le suivant AP 1 
lUme autour de A, H, dans le sens } o t f La l stance des k 
ivecteurs est le bras de levier du couplr;la, grandeur I 
XAAi de l'axe est le moment du couple. On peut remar-5 
iler que ce moment est égal à l'aire du parallélogramme J 
)nstruiL sur les deux vecteurs du conpie. 
Quand le moment d'un couple est nul, ou bien le facteur P*l 
il nul et les deux vecteurs du couple sont nuls, ou bien le,| 
*sde levier AA| est nul et les deux vecteurs sont égaii 
rectement opposés. 

79. Moment par rapport à un axe. — Soit un axe z'a.| 

lequel on a fixé un sens positif, de z' vers z par exemple, ' 

Tin vecteur P appliqué au point A ; le moment du vecteufj 

:r rapport ù l'axe' est la valeur algébrique du moment M 
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linéaire de la projection du vecteur sur un plan perpen- 
diculaire à l^axe par rapport au pied de Vaxe sur ce 
plan. 

Menons, d'après cela {fig, 87), un plan quelconque II per- 
pendiculaire à l'axe, appelons O le pied de l'axe sur ce plan 
et ap la projection du vecteur AP sur ce plan. Le raoïiienL 
linéaire de ap par rapport au point O est un vecteur OA 




dirigé suivant Oz, Le moment de AP par rapport à l'axe est 
la longueux Oh précédée du signe -h ou du signe — suivant 
que Oh est dirigé dans le sens positif de l'axe ou en sen^ 
contraire. Dans hijig. 87 ce moment est positif. 

Remarques sur la grandeur et le signe du moment d'u^ 
vecteur par rapport à un axe. 

Soit 8 la plus courte distance du vecteur AP à l'axe; celt^ 
plus courte distance se projette en vraie grandeur sur 1^ 
plan n, suivant la perpendiculaire OD à a/?. La valeur absolue 
du moment Oh par rapport à l'axe z' z est égale à ap xo^ 
c'est-à-dire au double de l'aire Oap] quant au signe à donner 
à ce moment, il est -h ou — suivant qu'un mobile parcou- 
rant ap tourne autour de z'z dans le sens positif ou le sens 
négatif des rotations. 



Sll'c 



a dt^signe par 9 l'angle du vectour AP a 



■ l'as. 



lin a évidemmenl ap ^ AP sinO. Le manient du vecteur AP 
(wr rapport à l'aate est donc aussi ± AP. S.siiiO, où il faut ' 
l'rendre 4- ou — suivant qu'un nioljile allant de A en 
luiinie autour de z'z dans le sens posilif ou le sens uégatif 
lies rotations, 
■ Le moment d'un vecteur par rapport à un axe ne 
ange pas quand on fait glisser le vecteur le long de la 
oite indéfinie gui le porte. En eflel, cette opération ne 
jage aucun des trois facteurs AP, S, sin&, ni le signe à 
Bodre devant le produit. 
Si deux vecteurs sont égaux et directement opposés, 

oments par rapport à un même axe sont égaux et j 
signes contraires. lin effet, les trois focteurs sont les 
bes pour les deux moments ; tes signes seuls sont dilFérents. 



Cu où le moment est nul. — 
>tt, le momenl jiar rapport à u 
ilïurs ; i" le vcclcur donné; 
tte; 3° le siniis de l'angle di 
rôar que le moment soit nul, 
ifacleurs lesoil, c'est-à-dire 
on bien qu'il rencontre l'axe ; 
«e, 

ins les deux derniers cas, 
D avec l'axe; donc pour qii'i 
rapport à un ase, il faut et 
^soit nul, ou bien qu'il scilti 



D'après la dernitre cipres- 
a axe est le produit de trois 

■i" sa plus courte distance 

vecteur avec l'axe. 
il faut et il suffit que l'un de 
: i" que le vecteur soit uni; 
3° ou bien qu'il soit parallèle 

le vecteur est dans un même 
m vecteur ait un moment nul 
il suffit : ou bien que te vec- 



mc plan avec l'a 



L Théorème. — Le moment d'un vecteur par rap- 
à un axe est la valeur algébrique de la projection 
iet axe du moment linéaire du vecteur par rapport 

n point quelconque pris sur l'axe. Soit {fig- 8-) un 
inl quelconque B pris sur l'axe z'z; construisons le rao- 
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ment linéaire BK du vecteur AP par rapport au point B, et 
projetons ce vecteur enBA' sur l'axe. 11 faut montrer que le 
moment de AP par rapport à l'axe est égal au segment B/:, 
avec son signe, c'est-à-dire que Bk = Oh en grandeur et signe. 
On voit d'abord sur la figure que les deux segments Bi 
et Oh ont même sens, c'est-à-dire même signe. Il reste à voir 
qu'ils ont même valeur absolue. 

Pour cela, appelons a l'angle aigu de BK avec zfz; on a 
en valeur absolue Bk = BKcosa. Mais BK est égal au double \ 

de l'aire BAP; donc J 

' I 

BX: = 2BAPcosa. ] 

D'autre part, 

Oh = 'àOap; 

le triangle Oap étant la projection du triangle BAP, on a 

Oo/? = BAP ces a, 

ear l'angle du plan BAP avec le plan de projection II est ] 

égal à l'angle a des perpendiculaires BK et Oz à ces deux 

plans. On a donc 

O/i = -2 BAP cosa, 
d'où 

Bk=zOh, 

Le théorème est donc démontré. 

81. Corollaire I. — Le moment de la résultante d^ 
plusieurs vecteurs concourants par rapport à un axees^ 
égal à la somme algébrique des moments de ces vecteur^ 
En effet, prenons un point quelconque B sur l'axe; noU 
avons vu que le moment linéaire du vecteur résultant p^ 
rapport au point B est la somme géométrique des momen ' 
des vecteurs composants : en projetant sur l'axe, onvoitqu» 
la projection du moment linéaire du vecteur résultant cr 
égal à la somme des projections des moments linéaires d^ 
vecteurs composants; ce qui démontre la proposition. 
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Corollaire II. — Étant donnés des vecteurs guel- 
ues, la somme de leurs moments par rapport à un axe 
gale à ia projection sur cet axe du moment résultant 
rapport à un point quelconque de l'axe. En etfet, 
3D5 un point quelconque B sur l'axe; par déliiiilion, le 
lent résullant des vecleuDi donnés par rapport à B est la 
ne géométrique des iiioments linéaires des divers vec- 
Lpar rapport à B. La projection de ce moment résullant 
'axe est donc égale à la somme des projections des mo- 
Ls linéaires des divers vecteurs sur ce même axe ; ce qui 
inlre la proposition. 

. Corollaire m. — La somme algébrique des mo- 
is des deux vecteurs d'un couple par rapport à un 
est égale à la projection sur cet axe de l'axe du 
te. 

!ll€ proposition est un cas particulier de la précédente. 
ans un point B quelconque sur 
des moments; le moment résul- '^' 

BK ou axe du couple est la somme 
létrique des moments linéaires des 
vecteurs du couple par rapport 
La projection de l'axe BK (/i^. 88) 
luple sur l'axe des moments est 
égale à la somme des projections 
toments linéaires des deux vec- 
du couple par rapport à B, 
4-dire à la somme des moments 
leux vecteurs par rapport à l'axe des moments, 

— Appelons a l'angle du plan du couple PPj 

un plan n perpendiculaire à l'axe des moments ; l'axe BR 

iouple est perpendiculaire au plan du couple cl égal à 

du parallélogramme PI',; il l'ait avec z' z l'anj^le a. La 



■M 





JC 



Pi 
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somme des moments des deux vecteurs du couple par rapport 
à 5' 3, étant la [)rojeclion de Taxe BK sur z' z^ est égale 
à BK cosa ou à aire PP, cosa, c'est-à-dire à Taire du parai- . 
lélogramme/?/?!, projection du parallélogramme PP| sur le 
plan II. 



8t. Expressions analytiques : 1° Moments d'un vecteur 
par rapport aux trois axes. — Soient trois axes rectan- 
gulaires et im vecteur V^ ap[)liqué en un point de coor- 
données X\^y\^ Z\ {fi g* 89). Appelons X|, Yi, Z| les pro- 
jections du vecteur sur les trois axes 
!P'S- ^9- et L,, M,, Ni ses moments par rap- 

port aux trois axes; nous nous pro- 
posons de calculer ces trois dernières 
quantités. 

Calculons le moment N| par rapport 
à Oz, Projetons le vecteur AiPj 
en a^px sur le plan des xy\ le mo- 
ment N| par rapport à O^ est le double 
de Taire du triangle Oa^p^ précédé du 
signe -f- ou du signe — , suivant qu'un mobile parcourant 
a^p^ tourne autour de 0^ dans le sens positif ou le sens 
négatif des rotations. 

Les coordonnées du point rf< dans le plan xOy sont (^o/O^ 
celles du point />» sont ^2= -^i +X,, y.^=zy^ 4- Y,. 1 

D'après une formule connue, établie en géométrie analy- 
tique, le double de l'aire du triangle O^i/? 4 avec le signe que 
nous venons de définir est 



^I J'2 — J'l^2 J 



on a donc 



Ni = a-, (71 H- Y, ) — ji (:r, H- X, ) = a:, Y^ — j, Xi ; 



On trouve de même par permutations les moments par 
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rapport à 0.r et Oy 

Li=riZi — ^lYi. 
Ml = -^iXi — X\ Z^. 

2^ Moment linéaire d'un vecteur par rapport à l'origine» 
— Soit 0G| le moment linéaire du vecteur par rapport à O. 
D'après un théorème précédent, la projection de ce moment 
sur un quelconque des trois axes Ox, Oy^ Oz est précisé- 
ment égale au moment du vecteur par rapport à cet axe. 

Les trois projections de OGi sur les axes Ox, Oy, Oz sont 
donc les quantités L^, M^, N^ que nous venons de calculer. 

Remarque. — Les six quantités X|, Yi, Z<, L|, M^, Ni 
relatives à un vecteur vérifient l'identité 

. (i) LiXi-+-MiYi-H-NtZi = o, 

qui devient évidente quand on remplace L| , Mj , N, par leurs 
; expressions. 

Cette identité signifie géométriquement que le moment 
[ linéaire OGi du vecteur par rapport à O est perpendiculaire 

au vecteur, ce qui est évident par définition même du 

nioment linéaire. 

Coordonnées d'un vecteur. — On appelle quelquefois les six 
quantités X^, Y^, Z,, L^, M^, N^ liées par la relation (i)les 
coordonnées du vecteur Ai P^ . A chaque vecteur corres- 
pondent ainsi six coordonnées qui ne changent d'ailleurs pas 
de valeur quand on fait glisser ce vecteur le long de la droite 
indéfinie qui le porte. 

Réciproquement, à six nombres quelconques X,, Y^, Z^, 
L,j , M<, Ni vérifiant la relation (1) et tels que X^ -|- Y^ 4- Z*^ 
le soit pas nul, correspondent une infinité de vecteurs qui se 
léduisent tous de l'un d'eux en le faisant glisser le long de 
a droite indéfinie qui le porte. C'est ce qu'on pourra 
lémontrer à titre d'exercice. 



D. - STATIQUE DES CORPS SOUDES LIBRES. 

8a. Équilibre des corps libres. — En Physique, 
divise les curps do la nalure co solîdcï, liquides et gazeu 
Nous nous occiipci-ODS ici des corps oalurels ujtpelés solidt 
comiDC «ne pierre, un morceau de méul, un morceau* 
caoutchouc, elc. Un solide Daturel est dil entièrement libi 
(jiiJiDd aucun oLsliicle extérieur ne gène son mouvement. 
Par exemple, une pierre posée sur nne table n'est pi 
■ enlièreracnl libre, car la table empêche par sa résistance oei 
■.tsins mouvements; une porte n'est pus entièrement libre, Cl 
faon articulation avec les gonds empêche certains mtiitvi 
ftients. 

Nous nous occuperons d'abord des solides entièrem*! 
puis nous donnerons quelques exemples de solii 
[ gênés. 

On dil qu'une force est appliquée à un corps solide qM 
.^^lle agit sur un des points matériels dont Tensemble constt 
I 1« corps solide. Ce point s'appelle le point d' applicatio 
F de la force. 

On dit qu'un corps solide sollicité par plusieurs forces i 
m équilibre quand ce corps, abandonné à lui-même, ss 
^_vitesse, sous l'action des forces, reste immobile sans 

Il est évident qu'un corps solide libre sollicité par uoese 
rce ne saurait être en équilibre. Le cas d'équilibre le pi 
mple possible est doue le cas d'un corps sollicité par de 



16. Corps libre sollicité par deux forces. — Soit 

I eorps libre sollicilé par di/ux forces P et (J {_/ig- yo) app 
Bouées en deux points A et B. Nous regarderons comme é 
^denl que, pour que le solide soit en équilibre, il foulque 
'^deux forces P ei Q soient égales et directement opposée 
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est-à-dire égales, parallèles, de sens contraires et dirigées 

uivant la droite AB joignant leurs points d'application. 
Cette condition nécessaire de l'équilibre n'est pas toujours 

suffisante. 

Par exemple, si aux deux extrémités d'un fil élastique on 

applique deux forces égales et directement opposées, dirigées 

de façon à tendre le fil, elles ne se font 
pas immédiatement équilibre : le fil s'al- Pig. 9^- 

longe, par conséquent se déforme, et prend, 
seulement après cette déformation, un cer- 
tain état d'équilibre ; il peut même arriver, 
si les forces sont trop grandes, que le fil se 
rompe. 

Une tige métallique soumise à ses deux 
extrémités à des pressions égales et direc- 
tement opposées est en équilibre si ces 
pressions ne dépassent pas certaines li- 
mites; mais si ces pressions sont trop grandes, la tige peut 

■ fléchir, etc. 

Nous admettrons, dans tout ce qui suit, que les forces 

; appliquées aux corps considérés sont assez petites et que ces 

I corps eux-mêmes sont assez rigides pour qu'il n'y ait pas 
rupture et que la déformation soit négligeable. Alors la 
condition d'équilibre indiquée plus haut comnje nécessaire 
est également suffisante. 

En résumé, avec les rectriclions que nous venons d'indi- 
quer, la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
forces appliquées à un solide libre se fassent équilibre 
est qu^ elles soient égales et directement opposées, 

87. Principe* — Nous admettrons comme un fait résul- 
tant de ce qui précède que, si un corps solide est sollicité par 
<les forces en nombre quelconque, on peut, sans changer son 
^tat, ajoutet" aux forces qui agissent déjà deux forces égales 



ol dirr^rlciiK-nt opposées, on supprimer l'cnsemhle de deu 
fortes égales cl directeœenl opposées s'il se rencontre 

ensemble du ce genre. 

88. Opérations élémentaires. — On peut, sans chan^ 
IVtiiL (l'on corps solide sollicité par des forces en nûmbn| 
quelconque, leur faire subir les opérations suivantes qne 
Hppclleroiiii opérations élémentaires : 

i" On petit, sans changer l'état d'un solide, ajouter ou 
enlevei; un système de deux forces égales et directement 
opposées. 

■i" On peut, sans ehangi-r l'cjfi'i il' une force appliquai 
A un soliilr, lu transporter en un point quelconque de ta 
ligne d'action, pourvu que ce nouveau point soit inva- 
riablement lié au solide. 

En cITet, soit entre antres une force P appliquée en 
point A d'un solide; prolongeons indéfinimenl la 
PiB-9'- ligue d'action AP de celte force et prenons sur ceH 
ligne un point B quelconque invariableinenl lié 3<* 
corps. Nous pouvons, sans changer l'état du corps 
appliquer en B deux forces égales et directement oj 
posées dont l'une, P', est égale à P en grajideur, direC 
lion, sens, et l'autre, — P', égale et directement Ojl^ 
posée. Mais alors nous pouvons de nouveau, san! 
changer Fétal du corps, supprimer les deux forces 
et — P*, égjles et directement opposées; nous avoi 
donc, sans changer l'état du corps, remplacé li 
force .\P par la nouvelle force BP' obtenue eu traospM 
tant AP eu un point de sa ligne d'action {fîg. 91). 

3' On peut, sans changer l'état d'un solide, remplace 
des forces concourantes par leur résultante, ou décom 
poser une force en des forces concourantes. 
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e fail résulte de la compi-.siliijn i-\. de la dcro m position ' 

forces appliquées à un point matériel. 
pposoQs, pour fixer les idées, que l'on ait, entre autres, 
re forces P, Q, R, S (./',§'- 92) appliquées en quatre points 
1, C, D d'un solide de telle façon que leurs lignes 
lion prolongées concourent en un même point E. Nous 
î d'abord, d'après l'opération précédente, transporter 



L ligne d'action et . 




:U même point et en- 
posantes en un point ■• 



de. ces forces mu point E d 
ainsi les quatre forces en 
Q', R', S'. Mais alors les quatre 
jes sont appliquées à un même 
it matériel E et peuvent être 
Iplacées par leur somme géomé- r 
[ue ou résultante F. Inverse- 
nt, étant donnée une force F 
iliquée en E, on peut toujours 
âéqomposer en forces appliquées i 
1b transporter chacune de ces coh 
ilconque de sa ligne d'aclioti. 



tmutrque. — Il pourrait arriver que les direciions pro-. 
gées des forces concourantes,?, Q, lî, S se coupent t 
point E. ne faisant pas partie du corps : dans ce cas, pour ' ' 
ivoirfaire le raisonnement, il faut imaginer que l'on place 
E un point matériel et que l'on relie invariablement ce 
ffeau point au corps. 

9. Invariance de la somme géométrique des forces 
de leur moment résultant par rapport à un point. — 
int données des forces F,, F^, - . ., F,, appliquées à un so- , 

ces forces forment un sjsti^me de vecteurs auquel on peut 
pliquerles constructions géométriques du n" 77. 

lisons ehoiï d'un point O et construisons la somme géo- 



trique OR et le r 



ultiiut OG des foi 



' rar 



1 à ce poinl. Pour cela, nous in^acroDS par O des v 
itirs OF',, OFJ, .... 0F„ i^gaui el purallt-lcs aux forces; 
['somme OR de ces vecteurs sera la somme géométrîqi 
I forces. l*uis nous construirons les moments linéaires 0( 
^OGJ, ..., OGrt des forces par rapport à O ; leur somme gi 
{•métrique OG sei-a le moment résultant des forces par 
Ijporl à O. 

Ces définitions rappelées, on a le théorème suivant : 

Lrs opérations élémentaires n'allèrent pas ces dti 
\ vecteurs. 

En d'autres termes, si, en employant ces opéralions, 
I transforme le sjsli^me de forces en un autre, ce nouvea 
i système a la même somme géométrique OR et le 
I moment résultant OG que le premier. 

Pour le montrer, il suffît de montrer que les vecteurs 
r et OG ne changent pas par l'effet de chacune des opéi 
|. élémentaires. 

' Quand on ajoute ou qu'on supprime deux forces igïl 
I et directement opposées, on ajoute ou l'on supprimée cbact 
I des sjstèuics de vecteurs concourants ayant pour sommes g^ 
['inétriques OR et OG, deux vecteurs égaux et directeou 
ropposésj ce qui n'altt're (■videmmenl pas ces sommes. 

' Quand on ti'ansportc une force en un point de sa li{ 
I d'action, on n'all^renîle vecteur égal et parallèle mené pu 
li le moment linéaire de celte force relatif au pointO. 
3' Quand on remplace plusieurs forces concourantes 
F Fa, ..-, F* par leur résultante Q, on doit remplacer, dànj 
L construction de la somme géométrique OR de toutes les 
IF,, Fi, ..., F*, ..., F„, les vecteurs OF,, OF„ ...,tî 
ï égaux et parallèles à F), Fj, . , ,, F*, par le vecteur Q^'i 
(jet parallèle à leur résultante Q; mais, comme OQ' est 
l-sorome géométrique de OFj, OF^, , . ., OF^, cette opéra! 
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3vieiità remplacer une partie des vecteurs concourants dont 
à somme géométrique est OR par leur somme, ce qui n'al- 
ère pas OR. 

De même, quand on remplace plusieurs forces concou- 
rantes F|, F2, ..., F^ par leur résultante Q, on doit rem- 
placer, dans. la construction du moment résultant OG de 
toutes les forces, les moments linéaires 0G|, OG2, ..., 
OGjt des forces F|, F^, ..., F^ par le moment OH de leur 
résultante Q; mais comme le moment OH de la résultante de 
vecteurs concourants est égal à la somme des moments li- 
néaires des composantes, cette opération revient à remplacer 
une partie des vecteurs concourants dont la somme est OG 
par leur somme géométrique, ce qui n'altère pas OG. 
Le théorème est donc démontré. 

90. Réduction à deux des forces appliquées à un corps 

solide, — A l'aide des opérations élémentaires, on peut, d'une 
infinité de manières, transformer un système de forces appli- 
quées à un solide sans changer son état. 

On peut alors chercher à réduire, au moindre nombre pos- 
sible, des forces en nombre quelconque appliquées à un so- 
, lide. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — On peut, sans changer Cétat d^an solide, 
^Bmplacer des forces en nombre quelconque qui lui sont 
(appliquées par deux dont Vune est appliquée en un point 
(arbitrairement choisi. 

Pour cela, nous établirons une proposition préliminaire. 

Lemme. — On peut toujours réduire des forces appli- 
ywées à un solide à trois forces appliquées en trois points 
\ . (arbitraires du corps non en ligne droite. 

En effet, soient A, B, G trois points non en ligne droite 



L .. 




H^rbilrairement choisis rljins li- ciups. *^t F) uni' rji-s foi 
Kjconsiili'-i'éps {,fig- <)3). En bissant tic cûl^ le ras esceplioi 
ftjOÙ cette force serait tout entière dnns le plau ABC, un p 
■'toujours, en la Lrans|ii)rliiiil en un point de su li^-ne d'acti( 
la supposer ap)ili<]née en uu point M( 
di'liors du [ilnn ,\£C. Le» li-nisdirectiG 
M,A, M,B, M.CfnrinenlalorsuntriM 
on peut doue difoomposer la force F| i 
trois autres suivant ces trois direcb'ei 
et transporter cnsnile les points d'a|^ 
cation de ces trois composante! il 
points A, B. C de leurs lignes d'acdo 
On oliticut ainsi, pour remplacer F|, trois forces Pi, Qiji 
appliquées respecliveinenl en A, B, C, 

Dans le cas exceptionnel où la force F( serait dans lÈp* 
ABC, elle serait dans un même plan avec les trois diût 
M, A, MiB? M,C; on pourrait alors la décomposèrent 
dirigées suivant deux de ces droites. M, A et M, B par eiemft 
et transporter ces deus composantes en P, et Q, aiuptn' 
A et B; on-aurail donc le même résultat que dans le cas gét 
rai, seulement R, serait nulle. 

Après avoir fait cette opération pour chacune des foi 
considérées, on a, appliqués aux points A, B, C, trois B 
tèmes de forces concourantes. Chacun de ces sjstJïmesp 
être remplacé par sa résultante, et l'on a finalement trois' fol 
P, Q, R appliquées aux points arbitraires A, B, C. Lelfi 
est ainsi démontré. 

Démontrons maintenant le théorème eu montrant que < 
trois forces peuvent se réduire à deux. 

Par le point A et la force BQ faisons passer un plan 
par te m^me point A et la force CR faisons passer un plan 
Ces deux plans, aynai le point A Cununun, ont en comntul 
moins une droite SXUJg. Q^). 

Sur celle droite, prenons un pt)inl quelcoiupie E disll 



Fig. 94- 
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e A, puis joignoùs BA, BE et CA, CE. La force Q et les 
leux droites BA, BE sont dans un même plan II; on peut 
donc décomposer Q en deux composantes dirigées suivant ces 
deux droites, puis transporter respec- 
tivement ces composantes aux points A 
et E en Q' et Q\ 

On peut de même décomposer R en 

deux composantes suivant CA et CE, 

' puis transporter ces composantes a«x 

points A et E en R' et R'^ On a alors, 

au point A, trois forces P, Q', R' qu'on 
; peut composer en une seule F', et au 

point E deux forces Q'^ et R" qu'on peut 

composer en une seule F", 
; Finalement, les forces considérées 

ont été ainsi remplacées par deux F' et F^' dont l'une est 

appliquée en un point A, pris à volonté. Le point E n'est pas 

pris à volonté; une fois A choisi, le point E doit être pris 
I sur la droite AD, qui varie avec le choix des deux autres 

points B et C. 

91. Théorème. — Les forces F«, F2, ..., F,i appliquées 
à un solide, étant réduites à deux, ¥' et F", par les opéra- 
tions élémentaires, ces deux forces ont même somme 
géométrique OR et même moment résultant OG par 
l'apport à un point quelconque O que les forces F<, 
F2, . . . , F,i d'où elles émanent. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème sur l'inva- 
riance des vecteurs OR et OG par V effet des opérations 
élémentaires (n° 89). 



Conditions géométriques d'équilibre. — Pour 
qu'un corps solide soumis à des forces F^ , F2, . . . , F^ soit en 
équilibre, il faut et il suffit que les deux forces finales F' et F*^ 



AC. 



12 



' '^ 



auxquelles 






«■es forces se fassent équi 



Pour cela il faut et il suffit i/ue ces deux forces soient 
égales et directement opposées. 

On peut dire iiii:isi -.pour l'équilibre il faut et il suffit qUt 
ta somme géométrique OR des forces et leur momi 
résultant OG relatifs à un point O soient nuls. 

En effet, iious venons de voir (jiie OR el OG sont la somam 
géométrique et le momeat ri.^6ultant des deux forces finales 
et F". 



1° S'il y a équilibre, F' et F" sont égales et directemes 
opposées : leur somme géométrique OR et leur momea 
résultant OO sonl nuls ; la condition est donc néeessaire. 

2" Si OR et OG sont nuls, les forces F' et F" sont égales ■ 
directement opposées et l'équilibre a lieu ; d'abord OR élaj 
nul, les forces F' et F" ont une somme géométrique nalL- 
elles sont égales et opposées et forment un couple de vectenn 
leur moment résultant OG par rapport à O est l'axe de « 
couple (a" 78); mais OG est supposé nul, le moment de * 
couple est nul, donc, ou bien les forces du couple sont ni 
ou bien le bras de levier du couple est nul el les deui fore 
sont égales et directement opposées. L'équilibre a donc lie" 
et la condition est suffisante. 



- D'après cela, si la somme géométrique et 
moment résultant d'un système sont nuls par rapport à 1* 
point déterminé de l'espace, le système est en équilibre et le 
mêmes éléments sont nuls par rapport à tous les points fï 
l'espace. 

93. Système de forces éç[uiTalent à zéro. — On dtl 
qu'un système de forces est équivalent à* zéro, quand 1 
somme géométrique et son moment résultant sont nuls, 
D'après cette définition, pour qu'un système de forces soilei 

équilibre sur un solide, il faut et il suflil qu'il soit éqnivaleni 
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Sïéro. On peut par les opéralïoas élémentaires réduire un 
pystéme équivalent à zéro à deux' forces égales et directement 
sées; mais, par une dernière opération élémentaire, on 
^ul supprimer ces deux forces et réduire ce système à rien 
D admettant, bien entendu, que les conditions physiques du 
1* S6 soient réalisées. 



4. Conditions analytiques d'équilibre. — Soient Ox, 
, Oz trois axes rectangulaires; pour définir les n forces F,, 
..., F„ appliquées au solide, appelons (X,. Y,, 'L,), 
, Yî, Za), ..., (X„, Yy,, Z„) les projections respectives de 
. forcessurlestroisascset(L,,M,,N,), (Lj.Ma.Na), .... 
, M;,, Nn), leurs moments respectifs par rapport aux trois 



îonslruisons la somme géométrique OR et le moment 

iltant OG de ces forces par rapport au point O et appelons , 

. ^, Z et L, M, N les projections respectives de ces deux 

cteurs sur les trois axes. On aura, d'après la définition 

me de ces deux vecteurs 
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Ou peut énoncer ces six conditions en disant : pour qui 
lies forces appliquées à un solide se fassent équilibre, i 




l8(i i:ill'HS l>e HËnAMOIE, 

fittit fl il SII01 (siiiis les ivsU'iclinns indiquées hii Hiliul) 
gue Ut somme de leurs projections xur rhacitn des trois 
axes de coordonn'-es soif nulle et que la somme de leurs 
moments par rapport à chacun de ces axes soit nulle. 

îlo. Cas particulier : équilibre de forces concou- 
rantes- — Diiii-i ce ca-i. <iii j.fiH lriiiis|uirliTli's i'.iri'csnu [jolnl 
de conioiii's oL U^s ivJuire ù iinf. l'our «(u'H^- ail étiiiilibre, i\ 
faul et il suffit que la somme gt'oiin^U'îfjiie ries forces soi"! 
uulle. Aual^'li(|uciiit>Dl, ea pi'cuuiil le pniat de concours [Witl 
origine, on \(iil (|iie L, M, N soiil mils d'eu\-nièine-i, ei * 
suffit dVciiiv li's Imîs roudiiion-i 



X =... 



^ =o 



Trois forces concourantes. — Sii|ijii»sniis <iii'ii y ail seule— 

iiirnt Iriiis forces concourantes {^g^ çfl)- 

l'uiir qu'elles se fassenl <^qitilibrc, il faute! 

."* il suffit t|ue leur somme gcométiifjue soîf 

nulle, c'est-à-dire qu'elles surent parallèle»* 

F, fl l'-gales aujL cûlés d'un triangle OF, A 

parcourus dans un même sens dp cii'cula- 

lion. Ou peut dire aussi en s'appuïani 

sur ce (|ue, dans ua triangle, chaque côté est priiportinniid 

au sinus de l'ani^ie des deux, autres : Il faut et il suffit : 



' Que les Irois forces concourantes soient dans uu 



uénie 



a" t^ue chacune d'elles soit à l'extérieur de, l'angle des 
deux autres ; 

3* Que l'inlensité de chacune d'elles soit proporlio/inelle 
au sinus de l'angle des deux autres 



Miuf.Fi) sin(FjFij - sLn(F,r,) 
HG. Cas particulier : équilibre de forces situées dans 
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un même plan. — Soil un corps solide sollicité par des 
forces F|, F2, ..., F,/ situées dans un plan fixe que nous 
prenons pour plan des xy. Dans ce cas, la somme géométrique 
des forces OR est évidemment dans ce plan, et leur moment 
résultant OG est normal au plan. 

Au point de vue analytique, en employant les mêmes nota- 
tions que dans le cas général, on voit que les projections Z^, 
Z2 , . . . , Z,i des composantes sur O z sont toutes nulles ; de même 
les moments L^, Lj, ..., L,,, M^, M2, ..., M,| des composantes 
par rapport aux axes O^ et Oy sont nuls, puisque toutes 
les forces sont dans un même plan avec chacun de ces axes. 
On a alors pour les projections de OR et OG 

( A = Aj H- Ag -i— . • • -f- A/i, 

f Z = o. 

Conditions d'équilibre. — Sur les six conditions du cas 
g^erx^ral on voit que trois sont remplies d'elles-mêmes; et il 
restera à écrire les trois conditions 

Xi -j- A2 -H . . . -T- X/t = o, 
Yi -r- Y* -h ... -h Y,t = o, 

Ni-h N2 -i-...-t- N,i= o. 

La somme des projections des forces sur chacun des axes O j; 
^^ Qy situés dans le plan des forces doit être nulle; et la 
^^ïtime de leurs moments par rapport à l'axe O^ perpendi- 
culaire à ce plan doit être nulle. 

97. Cas particulier : équilibre de forces parallèles. — 

Considérons le cas particulier où les forces appliquées à un 
solide $ont parallèles à une même, direction, les unes tirant 
"^ns un sens, les autres en sens contraire. 



Soient a, p, y Ips rosimis directeurs d'une demi-dro 
parallèle à la direction commune des forces. Appelons T* 
P,, . . ., P„ les grandeurs des forces estimées posilivemer. 
suivant cette demi-droite, de sorte que les forces dirigréc 
dans le sens de cette demi-droile seront positives, et les forc« 
dirigées en sens conlraires négatives. On aura, en appelant ^zrji 
y/,, S/, les coordonniSes du point d'application de la force Pji 
X*. Y*, 7.1, ses projections sur les aies supposés rectang'Ui 
laircs. et L*, M^, N* ses moments par rapport aux axes. 



X* = 



Puis, en posant 






^ p, + p,^....+ p,= ï;Pj, 



le signe S indir^aant une somme Étendue à tous les vecteur^ 
on a, pour les projections de la somme géométrique el d* 
moment résultant par rapport à O 

X = aP, Y = 3P, Z-yP; 
L = TSP*7t-p£P*Ji,., 
M=aSPi.iAr-7SP***> 

N = psP*j:*-»lP*.^*. 

LOn voit iounédiatement par la Géométrie que la somme 
géométrique des forces leur est parallèle et que leur moment 
résultant leur est perpendiculaire; c'est ce qu'on vérifie ana- 
Ijtiquement en remarquant que les valeurs ci-dessus de X, 
Y, Z, L, M, N satisfont à l'identité 

I.X-4-MY-(-[VZ = o. 

Conditions d'éqnilibre. — En écrivant les six condition^ 

d'équilibre du cas général, on voit qu'elles se réduisent 



s Li-015 suivantes 



S P*j?* _ £Pt.y* _ SPtJ-t 




Par exemple, si l'on a choisi l'axe Ojî parallèle à la directiw 

îommuae des Ibcces (^^ = y=o'), on a les trois conditionBj 

I équilibre da trois forces parallëles. — Prenons, pODjgl 
raiter le cas le plus simple, trois forces parallèles et cheï4 
Pons les conditions d'équilibre, 
\ Sor les trois forces, deux auront le même 
*is que nous regarderons comme posiiif, 
[ troisième le sens contraire. Les înten- 
i P, et Pa des deux premières seront 
fesitives (fig- 96) ; l'intensité Pa de la troi- 
, négative. D'abord, la condition que 
e géomélrique des forces soit nulle 
RÏge que la force qui lire seule dans un 
ffls soit égale en valeur absolue à la somme des deux quirj 
j^ent en sens contraire, ou encore que leur somme algé^J 
iique soit nulle 

l II faut maintenant exprimer que le moment résultant par | 

■pporl à un point O est nul. Prenons ce point sur Pj. Le 1 

pomeat linéaire de Pa est nul; les moments linéaires 0G| eti] 

13 de P] el Pj sont perpendiculaires aux plans 0P| et OPajl 

piir que leur somme géométrique soit nulle, il faut et il j 

ffit qu'ils soient dirigés suivant la même droîic, 

totraires, et égaux en valeur absolue. 

J Dfauldonc d'abord que les perpendiculaires aux plans OPJJ 

pt OPj coïncident, c'est-à-dire que ces plans enx-inêraea 

ïncident et que P| soit dans le plan P, Pj. Puis, pour quel 

pwsdeiix moments OG, et OG, soient de sens contraire, îljl 
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faut cl il suffit que O, c'est-à-dire Pj, soit entre P| et Pj; 
enfin, pour ([ne ces moments soient égaux, il faut el il suffit 
que 

OAi et OA2 étant les distances de O aux forces P| et Po- E^ 
menant une transversale ((uelconque B^, Bj, Bj aux trois 
forces, on |)eut remj)lacer cette dernière condition par 



P,.B,B,-P,.B,B,. 



car, on a évidemment 



OA, 
OAj 



BsBi 
B3B, 



En résumé, pour que trois forces parallèles se fassent 
équilibre, il faut et il suffit : 

1" Que la force P3, qui est seule de son sens, soit égale en 
val(Hir absolue à la somme des deux autres; 

*>/' Qu'elle soit entre ces deux forces dans leur plan; 

3*^ (Jue les segments dans lesquels la force P3 coupe une 
transversale aux trois forces soient inversement proportionnels 
aux forces P, et P2. 

Remarque. — On peut exprimer, sous une forme symé- 
trique, les conditions d'équilibre, en donnant aussi des signes 
aux trois segments déterminés par les points B|, B2, B3 sur 
une transversale aux trois forces. 

Alors il faut et il suffit que, pour l'équilibré, les trois 
forces soient dans un même plan et que l'on ait en grandeur 



et signe 



(I) 



Pi 



B,B: 



B.B, 



B,B: 



où chaque rapport se déduit du précédent par la permutation 
circulaire des indices. 
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En. eflet, comme les trois segments aux ddnomlnateurs 
\ érifîent la relation (n° 2) 

BjBa-f-BaBi-hBiBj^o, 
les forces vérifieront la même relation 

et, en. outre, elles auront la disposition exigée par l'énoncé. 
La proportion ( i ) signifie que chaque force est propor- 
tionnelle au segment de transversale compris entre les deux 
autres. 

98. Cas particulier : Équilibre de trois forces quel- 
conq^ues. — Cherchons, en particulier, les conditions d'équi- 
- libre de trois forces P, Q, R appliquées à un corps solide. 
Tout d'abord, pour qu'il j ait équilibre, il faut que les 
trois forcés soient dans un même plan. En effet, considérons 
une droite AB s'appuyant en A et B respectivement sur les 
lignes d'action de P et Q. 11 faut que la somme des moments 
des forces P, Q, R, par rapport à cette droite AB, soit nulle, 
car on peut toujours imaginer qu'on ait pris AB pour un des 
axes de coordonnées. Mais les moments des forces P et Qpar 
rapport à ABsont nuls, car ces forccs.rencontrent AB; il faut 
donc que le moment de R soit nul aussi, c'est-à-dire que Ja 
ligne d'action de cette force R rencontre AB ou lui soit pa- 
rallèle. Ainsi toute droite AB s'appuyant sur deux des forces 
doit rencontrer aussi la troisième à distance finie ou infinie; 
ce qui exige que les trois forces soient dans un même plan. 
Supposons cette première condition remplie, deux cas 
^ peuvent se présenter : 

[ i** Deux des forces P et Q sont concourantes; on peut 

[ alors les composer en une seule R'; pour qu'il y ait équilibre 
' il faut et il suffît que la troisième force R soit égale et opposée 
à R'. Donc si deux des forces concourent, il faut et il suffît, 
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■ IV-quilihre, qui; les Irois soient concourantes et 
fissent les conditions d'équilibre de iroîs forces concocrail 
|<n- 05). 

a" Les trois forces P, Q, H sont parallèles; elles devroi 
P«lors remplir les condilioDS d'équilibre de trois forces pan 
|lèUs(n°9-). 

En résumé, pour que trois forces se fussent équilibre:» 
•olide, il faut qu'elles soient dans un même plan, qui 
R^ns ce plan, elles soient coucouraales ou parallèlcis cl re: 
■plissent, par suite, les conditions d'équilibre de trois fore 
r concourantes ou parallèles. 

__. Conditioaa d'équiTalence de deux systAmea i 
l-foroes. — Imaginons un solide et deux systèmes de forces (S 

et (S') appliquées siiccessiveuienl à ce solide ; le premier (! 

>étant formé de n forces F,, F^, .... Fn; le deuiième i 
' forces F',, Fj, .... F^.. Construisons les sommes gérAnJ 
l'Iriqnes OR et OR' et les moments résultants OG et OC 
! ces deni systèmes par rapport à un point arbitraire O. 
J On dit que les deux systèmes sont équivalents quand .^ 
[peuvent être remplacés l'un par l'autre sans changs 

i'élat du corps solide. 

Théorème. — Pour que deux systèmes de Jorces soiei 
téguivalents, il faut ei il suffit qu'ils aient même JOJWffl 
Wgéomélrigue et même moment résultant par rapport 
y un point O 

OR'=OR, OG = OG. 

' La condition, est uécessaire. En effet, considérons 

Lsjsléme auxiliaire ( — S) formé de toutes tes forces de (i 

\changées de sens; ce nouveau système a pour somme géi 

[métrique et pour moment résultant par rapport à d 

vecteurs (— R) et ( — G) égaux et opposés à R et G. Ce *; 



( — S) esl l'videmment tenu en équilibre par le 

ne (S); il l'est donc aussi par le système (S') qui, par 

thèse, produit le méuie effet que (S). Donc l'ensemble ' 

[eux systèmes { — S) et {S') forme un système de forces 

piitîbre, c'est-à-dire un système équivalent à zéro, 

, somme géométrique de toutes les forces de cet ensemble 

1 différence géométrique 

(OR')-(OR), 
ir moment résultant, la différence géométrique 

(OG'i — (OC). 

immc cet ensemble est en équilibre, sa somme géomé- 
le et son moment résultant sont nuls, cl l'on a, géomé- 
lement 

0R'= on, OG'=OG. 

La condition est suffisante. Cn effet, si l'on a 
0R'= OR, 0G'= 00 

jandeur, direction et sens, l'ensemble formé des sys- " 

s ( — S) et (S') est en équllibreet peut, par suite, par les 

ations élémentaires être réduit à zéro (n" 93). 

ila posé, nous allons montrer que l'on peut passer du 

me (S') au système (S) par les opérations élémentaires; 

■a alors établi que l'on peut remplacer {S') par (S) sans 

igçr l'état du corps. 

1 effet, partons du système (S') supposé être appliqué 
an corps solide; nous pouyons, sans changer l'état du 
>, ajouter les deux systèmes (S) et (—S) dont l'ensemble 
mé de forces deux à deux égales et directement oppo- 

t;le corps est alors sollicité simultanément parles trois 
mes de forces (S'), (S) et { — S). Maïs l'ensemble (S') 

— S) peut, par les opérations élémentaires, être réduit à 



■"■ïéi-o et, fiiiuleniPiiL, il restç le spiV-ine (S). On passe lit 
bien de (S') à (S) pur les seules opéralioiis élémentaires. 

Remarque I. — Nous avons iiumtrij an n" 89 que les i) 
rutiuus éléineataires u'all^Teiit ai la Somme gëo métrique 
le moiuem résultant. Nous venons de démonircr la n! 

[)ro(|ue : loules les fois qu'on aura deux systèmes de for 
a^ant même somme géométrique et même moment résulta 
on pourVit passer de l'un à l'aulre par ces opérations élem 

aires et, par suite, les remplater l'un par l'autre. 

Remarqua II. — Si deux systèmes de forces ont la 
^ somme géométrique el le même moment résultant pour 
' point particulier, ils sont équivalents; par suite, leurs d 
! juents résultants sont aussi égaux par rapport à tuut ailt 
pjroint de l'espace. 

Expression analytique de l'équivalence. — Prenons 

le point O pour origine; soient X, Y,Z; L, M.N les pi 

, jeclions de la somme OU et du moment résultant OG 

miier .système; X', Y', Z'; L', M', IS', les quantités analogi 

ur le second. L'équivalence s'exprime par les six condilif 

= X', Y = Y', Z = 2', L = L', M = M'. K* 

Pour qne deux sj'sLt''mcs de forces s 
f feul et il suffit que les sommes de leurs 
cun des axes el les sommes de leurs oi 
' chacun des axes soient égales. 



nt équivalents, 



100. Exemple de systèmes équivalents : couples ; oc 
position des couples. — Un couple est un système de di 
r iorces P et — P égales et opposées (n" 78). 

Le bras de levier du couple est la distance AB {Jlg' f 
des deux forces; le moment dii couple est le produit AB 
[du liras de levier par une des forces. Quand le jnonicnt 
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l, le couple est équivalent à zéro; car, ou bien les deux 

"Ces sont nulles, ou bien AB == o et alors les deux forces 

nt égales et directement opposées. 

Un couple est un système de forces dont la somme géo- 

étrique est nulle, et AouiXg moment résultant est constant 

i grandeur, direction et sens pour tous les points de 

espace (n** 78). Ce moment résultant s'appelle Y axe du 

yuple. L'axe d'un couple est donc un vecteur défini en 

randeur, direction et sens, mais dont le 

oint d' application peut être choisi ^*^' 97- 

rbitrairement dans V espace. Pour re- 

rouver ce vecteur, cherchons le moment 

ésultant par rapport à un point O du bras 

le levier AB situé entre A et B; les mo- 

aents des deux forces P et — P seront 

lirigés perpendiculairement au plan du 

ïouple, dans le même sens, car les deux vecteurs P et — P 

'int le même sens de rotation autour du point O ; le moment 

résultant OG ou axe du couple est donc perpendiculaire 

lu plan du couple et égal à P.0A-4-P.0B, ou à P. AB, 
c'est-à-dire au moment du couple. 

Théorème I. — Deux couples de même axe sont équi- 
^alents, car ils ont tous deux une somme géométrique nulle 
et même moment résultant. Ils pourront donc être réduits 
l'un à l'autre par les opérations élémentaires. Comme cette 
proposition est d'une grande importance, nous nous jarréte- 
TOûs un instant. Elle nous. apprend qu'on peut, sans changer 
Teffet d'un couple, le transporter parallèlement à lui-même 
[dans un plan ou dans des plans parallèles, le faire tourner 
idatts un de ces plans, enfin modifier son bras de levier et ses 
forces, pourvu qu'on ne change ni son moment ni son sens de 
jTolalion, c'est-à-dire qu'on n'altère pas son axe. 

Tliéorème II (Composition des couples). — Un nombre 
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quelconque de couples est toujours équivalent à un 
unique dont l'aze est la somme géométrique des axer 
couples composants. 

En cffcl, le s^stt'inc formé j»r p couples P., ■ 
Pj. — Pj ; . . . , l'p, — l'p esl un sjslènae de vecleors d 
sonnne géomOlrique est nulle. Le moment résultant 
système eal le m^me par rapport à tous les point» 
l'espace (Jg. 98). 

En elTet, pour obtenir ce mumenl résultaDl OG, par 
porl au point O, on peut procéder comme il suit : on pi 
■ l'abord le iiiomeiil résultant OG," de P, et — P, .mon 
i^iii esl (igal à l'axe du prei 
<;ouplc, puis le moment ^és^^ 
00, de P, et — P„ qui esl 
il l'axe du second couple, el 
de suiie jusqu'à OG^, qui esl f 
du deiaier couple; puis on 
pose entre eux tous ces 
composants OG(, OGj, 
Considéroiis alors un couple d' 
4!)G i-jial au moment résultant; 
couple unique est équivalents 
système (Jes couples donnés, car il a, comme ce système, 
somme géométrique nnllc, et un moment résultant égalât 
On pourra, par les opérations élémentaires, réduirfl 
^stème de couples donnés au couple unique d'axe OG. 

Couples en équilibre. — Si OGr=o, le couple final 
équivalent à zéro; le système proposé également. Les 
se font alors équilibre. 

101. Cas général : Réduction à une force et à> 
couple. — fn système de forces quelconques est équioc 
à une force unique égale à leur somme géométrique^ 
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liguée en un point arbitraire et à un couple unique dont 
'axe est le moment résultant par rapporta ce point. En 
ffet, soit ORIasummegéumelriquetles forceset OGIeurmo- 
aeni résultant du système par rapporta un point arbitraire O. 
■' nouveau système formé par la force R et un couple (P,— P) 

i\t; OG est «équivalent au système proposé, car il a métue 

inme géométrique OR et même moment résultant OG par 
.|i[iort au point O (Jig. 99)- Le système proposé pourra 
. m: être réduit au syslt'me R, P, — P par les opérations 

■ mentaires. 

< ^omme le point O est pris à volonté, il y a une infinité de 

lions de déterminer une force et un (toupie 

■ iiiivalents à un système donné. Une fois le Fig. yg. 
"intO choisi, les forces du couple {P, — P) 

■ 'OnL pas entièrement déterminées, puis- 
m on peut prendre pour ce couple l'un 
/iflconque des couples équivalents en 
I iJiibrc inlini ayant OG pour axe. 

i'our que le^ forces données se fassent 
(iiilibre, il faut et il suffit que OR et OG 
• 'iL'ul nuls, c'est-à-dire que la force R et le couple (P, — P) 
iiicQl nuls séparément. 
t.tnvoit, d'après cela, qu'une force et un couple ne peuvent 




"' taire é 



liUbri 



que 



i la force et le couple sont nul( 



s sepa- 



bOS. Cas particuliers de la réduction. — Cherchons, 
Vparliculier, quelles sont les conditions nécessaires et 
sntes pour qu'un système de forces (S) soit équivalent 
bl^oaple unique ou à une force unique. 

j" qa^un système soit équivalent à un couple 
tfjatit et il suffit que la somme géométrique des 
vit nulle. 
conrliiion est nécessaire, car dans un couple la 



i c»t nulle; elle esl 



mme gi^uin<:Inc|ue des tiens fur 

nmiettt suffîsaale. 

• /'iiur qu'un xyslèmi- de forces soit équivalent à 

[ farce unique, il.faut et ilsuffit que la somme géomé.tri 

\des forcei ne soit pas nulle et que le moment résuU 

oit perpendiculaire à la direction de celte 



La coniJitinn esl nécessaire : en elTct, soît un âjrstènx 
, fort^eti (S) équivalent à une force unique R'. Le sjst^me 
[ a inéme somme géoniétriquc et même moment rtJsullaat 

la seule force K'. Donc, la somme géoméirique OR de 

[, Système osl (îgale el purallèle à H', e[ le moment résulUnl 

\ de ce système c»t ideuliquc un moment linéaire de 

, ce moment linéaire 00 esl |)erpeii<liculaire à R', c'est-JH 

îi sa parallèle OR. 

Lu couditron esl sufflbanle. Soit un système dans lequc 

iiiumeut résultant OG est perpênd 

bire à la somme géométrique OR 

faiil montrer que ce système esl 

vali'Hl à va vecteur unique, parai 

û OU. Kn efl'el, considérons le pla 

(fig. loo), mené par O perpendi 

luiremenlùOG,plan quiconticat( 

lrati)ns dans ce plan un vecteui 

égal cl purallèle ù OR, de même 

que OR, de telle façon que ie moment linéaire de ce veel 

parrapporlàOsoilOG. Ce vecteur R' esl à une dîstanee 

di-()délrrniîii.V |.arla fondilion 

n\.H'= OG, 

et le sens de OG indique de quel côté de O il faut plai 
Dès lors le système proposé, esl équivalent à la 
uniqne R', car la somme géomë.lrique de cette force est 
el sou niomeni résiillaul en O est OG. 
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'. On peut caractériser la ligne d'action de cette fori^e 
g unique R', équivalente au système, en disant que c'est le lieu 
des points P pour lesquels le moment résultant du sys- 
tème est nul. En effet, le système donné et la force R' 
étant équivalents, leur moment résultant est le même pour 
tout point de l'espace ; et pour un point pris sur R', le mo- 
ment de R' est nul, et réciproquement. 

Remarque, — Le système donné est équivalent à une 
force OR et à un couple d'axe OG. On peut alors interpréter 
le résultat que nous venons d'obtenir en disant que pour que 
. l'ensemble/d'une force OR et d'un couple d'axe OG puisse 
se réduire à une force unique, il faut et il suffit que l'axe du 
couple soit perpendiculaire à la force; l'ensemble se réduit 
alors à une force R' égale et parallèle à OR. 

Expressions analytiques. -— Pour terminer l'examen de 

ces cas particuliers, voyons quelles sont, au point de vue 

analytique, les conditions pour qu'un de ces cas se présente. 

Soient 

X, Y, Z et L, M, N 

les projections sur les axes de la somme géométrique OR, et 
du moment résultant OG d'un système par rapport à l'ori- 
gine. Ce système sera équivalent à une force égale à OR et 
à un couple d'axe OG : 

i^ Il sera équivalent à un couple unique si OR est nul : 

X=Y=Z = o; 

2^ Il sera équivalent à une force unique R', si OR n'étant 

pas nul, 

(Xî-i- Yî-f'Z«>o) 

le moment résultant est perpendiculaire à OR : 

(i) LX H- MY + NZ = o. 

AC. i3 
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La force unique K' est alors précisépienl le vecleur quU 

r coordonaèes X, Y, 7., L, M, N, c'est-à-dire le vecl*ui 

nui a pour projections X, Y, Z et pour moments par rapport 

X axes L, M, N. En a|>|»elanl x, y, s les coordonnées d'un 

V|K)inl P de la li^e d'action de R', on devra avoir 

L =j-Z-sy, 

M =3X — 3-Z. 

N = j^V-^X; 

fces trois équations en x, y. z se rdduiseut à deux en vertu 
WAe la relatioQ (i); elles définissent une droite qui est la ligue 
Efl'actlon de la force unique W. 

103. Retour au cas général; axe central. — Itnaginous 
ftun système de forces quelconques dont la somme génmé- 
Ijlnque n'est pas nulle. Ce sjsi(>me est équivalent à une forée 
l'Unique OR égale à la somme géométrique des forces appli 
»]uée en un point arbitrairement choisi O et à un conpli 
r^^ont l'axe OG est le moment résultant par rapport à ce 
C point. 

Si l'on prend un autre point O', liî même système esl 
Esquivaient à une force O'R' égale à OR appliquée au point 0' 
couple d'axe O'G', en général diffcrenl de OG, 

On peut toujours choisir le point O' de telle façon qli^ 

]Ha force O'R'e/ l'axe du couple O'G' aient même direction; 

! lieu géométrique des points O' possédant cette pfo- 

'' priétê est une droite parallèle à la somme géométrique def 

forces appelée axe central. 

En effet, décomposons {Jig- loi) le couple d'axe OG «t 

deux, l'un dont l'axe OH esl normal à OR et l'autre don! 

l'ase OK est dirigé suivant OR. D'après ce que nous avotf 

I vu dans le numéro précédent, l'ensemble de la force OR ^ 

;ouple d'ase OH normal à OR est équivalent à une force: 
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dqueO'R' égale el parallèle à OR siluce daos le [ilan mené-- 
r O perpendiculairement à OH. 
Dès lors, le syslèrae proposé est équivalent à la force 0'R.'3 
lau couple d'axe OK. parallèle à O'R'. Gomme on peuti 
însporter l'axe d'un couple où l'on veut, on peul dire 1 

Fig, lûi. 




isi que le système considéré est équivalent à une force O'R' ' 
V un couple dont l'axe O'G', égal et parallèle à OK, a laj 
pae direction que O'R'. 

^ous avons ainsi trouvé un point O' possédant la propriété] 

nandée : tous les poiuls de la droite indéfinie O'R' pos'-l 

sédent la même propriété, car on peut toujours transporler n 

il' en un point de sa ligne d'action. La droite O'R' est alors ^' 

Vaxe central. 

Cet axe est unique, car en tout point O en dehors ] 
de O'R' le moment résullant OG est la somme géométriqui 
du moment résultant du couple d'axe O'G' et du moment 1 
linéaire de la force R' : le moment résullant du couple ] 
d'axe O'G' est un vecteur OK. égal et parallèle à O'G' et, parj 
Suite, dirigé suivant OR; le moment linéaire OH de R' i 
perpendiculaire à OR; le moment résultant OG, summe^ 
de OK. et OH a donc une direction différente de OR. 

Il peut arriver exceplionncllement que OG soit perpendi- 
culaire à OR; alors le moment OH ou son égal O'G' est nu^ 
lies forces sont équivalentes à une force unique R'; l'a 
IDtral est alors la ligne d'action de cette force unique. 
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Équations de Taxe central. — Soient trois axes reclan 
laîres Ox^ Oy^ 0-5, construisons la somme géométrique ' 
et le moment résultant OG par rapport à O et soi 
(X, Y, Z), (L, M, N) les projections respectives de ces ci- 
vecteurs. Désignons par j:, y^ z les coordonnées^ d'un pc 
quelconque O' de Taxe central. La force R' a pour proj 
tions X,"Y, Z, et elle est appliquée au point O' ; son niom 
linéaire par rapport à O est un vecteur OH ayant pour p 
jections 

(OH) yZ — zY, z\ — xZ, x\ —yX: 

appelons U, M', N' les projections de O'G' ou de 
égal OK sur les axes. Le vecteur OG étant la soin 
géométrique de OH et OK, on a 

L =jkZ — ^Y-hL', 
M = cX — arZ-t-M', 

N =jFY — j^X-f-N', 

d'où, inversement, 

( L'= L -j/Z-h5Y, 
(i) I U'^M — zX-hxZ, 

( N'= N— a^Y-t-^X. 

Exprimons maintenant que O'G' a la même direct 
que O'R'; nous aurons 

(2) X "" Y ~ Z 
ou 

L-j^Z-h^Y _ M~~-zX-+-xZ _ N — arY-f-^X 

(3) X - Y ~ Z ' 

ces équations où ^, y, z sont les 'coordonnées couran 
définissent Taxe central. 

Remarque. — Multiplions les deux termes du pren 
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des rapports (3) par X, du deuxième par Y, dû troisième 
par Z, puis ajoutons terme à terme; nous verrons que la 
valeur commune de ces rapports est 

LX + MY -f- NZ - " ■ • • ' 

^~* ^ _ .-^ X2-f-Y24-Zî [ ^ . * 

les relations (2) donnent alors 

L'=XX, M'=XY, N'=XZ;' 

le vecteur OG' aura même sens que le Vecteur O'R' quand la ' 
Valeur trouvée pour X sera positive et le sens opposé quand X 
^era négative. * ' 

Géométriquement, comme on a - 

R2=X2-hY2-i-Z2, 

G«=Lî-4-M«-hN«, 



la quantité X est 



^^_ LX + MY-hNZ 
cosGOR = 5-7^ > 

MX. tr 



X = — cos&DR; 



elle est positive ou négative suivant que GOR est aigu on 
obtus. 

Dans le cas particulier où, OR étant différent de zéro, 
Vangle GOR est droit, la quantité X est nulle ; les forces sont 
alors équivalentes à une force unique R' dirigée suivant 
Vaxe central. Dans ce cas, les rapports (3) ont une valeur 
nulle et les équations de Taxe central deviennent 

M — zX-\- xZ = Oy 
N — xY -hyX = o; 

ce sont bien les équations trouvées plus haut pour la ligne 
d'action de la force unique R' (n** 102) équivalente au 
système. 



loi. Résumé. — En résumij, on a le Tableau suivant ; 

i' Sysiëme êquivalenl à deux forces non s 

\ luéei dons un même plan; équivalent aus 

LX-1-MY-kNZ^o, à une force dirigée sjivani laie central et 

1 un couple dont le plan est perpendiculai: 

Système équivalent 
à une force uniqne 
dirigce suivant l'ane 

LX-i-MVh-NZ=o. / 



= X'^Y'-r Z»>o. . 



» X =Y -l =o, j Système équivalent 

L»-i-M"-T-N'>o. i à un couple unique. 

[3''X=Y=Z=o,j Système équivalent 

M r, N ^o. ( à léro. Équilibre. 

105. premier exemple : Forces dans un plan. — CoB' 
sidérons des forces situées tirtiLcs dans un même plan xOy\ 
comme nous l'avons vu n" 96, leur somme géométrique OB 
esl dans ce plan et leur moment résultant OG normal 
plan. Donc si OR n'est pas mil, les forces sont équivalente» 
à une force unique située dans le plan. 

Si OR = o, elles sont équivalentes à un couple situé dans 
le plan. 

Si OH = o, OG ^ o, elles se font équilibre. 

Analytiquement, on a comme au u" 96 

Z = o, I. = 0, M =^0, 

et par suite 

LX-hMYh-NZ = o. 

, Par conséquent 

' Si X=-+- Y»>o le sjsléme a une résullanlc uniq' 
|gée suivant l'axe central 

N = ^Y-^X. 



" Si X = Y = o 



MECANIQUIf. 

ivec N^o, le syslènit se rédui 



d" Si \ ^ o, ^' = o, N = o, le sjslème est en équilibre. I 

Remarque. — Lorsque N est nul, les forces ont une r^sul- 
niR [inique passant par le point O ou se font équilibre; si ] 

□ne la somme des moments des forces par rapport à deux 

oints du plan est nulle, la résultante passe par ces points, 
il y a équilibre; enfin, si celle somme est nulle pour J 

:ois points du plan non en ligne droite, il j a nécessaire- J 

lent équilibre. 

Exemples. — i " Prenons dans le plan des xy un polygone 
uelconque cl a|ipliquons au milieu de chacun de ses côtés 
perpendiculairemenl à sa direction une force proportion- 
elle à sa longueur et dirigée vers l'extérieur du polygone; 
!s forces se font équilibre. Nous allons établir géométrique- 
It celte proposition. Démontrons-la tout d'abord pour un 
Igle ABC. 

!S trois forces A'(K.BG), B'{K.AC), C'(K.AB)sont con- 
ftnles comme étant perpendiculaires aux milieux des 
: du triangle; de plus, la somme de leurs projections sur 
te quelconque est évidemment 
; ces trois forces se font donc 
B3Fe(Jig. 102). 
Lssons maintenant au cas d'un 
gone quelconque. A l'aide de 
maies issues d'un sommet, par- 
Dns-le en triangles. Perpendicu- 
ment aux côtés de cbacun des 
>gles ainsi déterminés et en leurs 
ux appliquons une série de forces proportionnelles 
côtés et dirigées vers l'extérieur du triangle correspon- 
. D'après ce qui vient d'être dit, ce système de forces est 
Ipiilibre : or, au milieu de chaque diagonale sont applî- 
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qiléès deux forces égales et opposées; on peut donc les su 
primer sans troubler l'équilibre, et le polygone reste en éqi 
libre sous l'action des forces appliquées normalement à s 
côtés; la proposition est donc démontrée. 

2° Soit donné un polygone plan ABCDE {Jig* io3), si 
lequel nous déterminons un sens de circulation; appllquoi 
à chaque sommet de ce polygone une force dirigée dans i 

Fig. io3. 





sens du côté qui y aboutit et proportionnelle à sa longueur 
Si le polygone est convexe, ces forces se réduisent à ur 
couple. En effet, la somme des projections de ces forces sm 
un axe quelconque est nulle, comme égale à K fois la projec 
tion du contour fermé ABCDE. De plus, la somme des mo 
ments par rapport à un point quelconque O du plan d' 
polygone n'est pas nulle ; en effet, c'est 



N = ± 2K[surf. OAB h- surf. OBG -h. . .]» 



c'est-à-dire 



N = zb2Ksurf.(ABGDE). 



Il ne peut donc pas y avoir équilibre. 

Si le polygone est concave^ il n'en est plus de même ; p 
nons, en effet, le polygone A'B'C'D'; la somme des momei 
par rapport à un point O du plan sera, en ayant égan 
leurs signes. 



N = d= 2K(surf. D'IC- surf. B'IA'); 



aura donc éi[iiilil)Te ^ 
équivalenls. 



inî,'les D'IC, li'IA.' 



06. Forces parallèles. Centre des forces parallèles. 

maginons un corps stilide sollicilé par des forces paral- 
i; convenons de regarder connue positives les inlensités 
forces qui tirent dans un sens et comme négatives celles 
forces cjui tirent en sens contraire. Si'l'on appelle P,, 
..., V„ les valeurs algébriques des forces parallèles, ces 
les ont une somme géométrique OR qui leur est paral- 
! et dont la valeur algébrique P est donnée par 



sous forme abrégée 

P = S Pi. 

iC moment résultant OG des forces par rapport au point O 
[lerpendlculaire à la direction commune de ces forces, car 
Dûment linéaire de chaque force est perpendiculaire à 
ie direction. Donc OG est actuellement perpendiculaire 
OR. On a donc les conclusions suivantes : 

• Si ÏP^p^o, les forces sont équivalentes à une force 
égale à I* dirigée suivant l'axe central; la ligne d'ac- 
de cette force est le lieu des points pour lesquels le mo- 
it résultant est nul. 

' SiSP*;= o, les forces seréduisentà un couple d'axe OG. 
' SiSP*^o, OG = o, les forces se font équilibre; ce 
a été examiné en délail n" 101. 



Denx forces parallèles et de même sens. — Soient 
fabord deux forces parallèles et de même sens; leurs inten- 
iilés P( et Pî pouri'ont être regardées comme positives toutes 
(eux. Ces deux forces sont équivalentes à une force unique P 
iluée dans leur plan, ayant même direction et même sens 
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((u'elles et é[;alc à leur somme 

p = P, + p,. 

U faiil déterminer la ligne d'aclion de cette résultanl 
{Jig. io4)- l'oiir cela, il suffit de rema 
quer que, le système élanl équivaJeat àj 
le iDumeDt résultant du système par raj 
|iurt à un puint quelconque A, pris sur] 
doit être égal à celui de P, c'est-à-dire 
zéro. Le point A doit donc être entre U 
lignes d'action" des deux forces P, et Pj 
pour que leurs moments linéaires soien 
■ de sens contraires; en outre, en abaissant de A les perpen 
Ediculaires AA, et AAj sur les deux forces, on doit avoi 
P,.AAi = P,,AAi. 

En menant une transversale quelconque, rcnconlranl le* 
i d'action des trois forces en des points B,, Ba, B, on 
aira de même, en valeur absolue, 



Unsi la ligne d'action de la résultante P divise une transv» 
; aux deux forces en des segments additifs inverst 
proportionnels aux composantes. 

En donnant des signes aux segments déterminés par le 
trois points BB, Bj sur une transversale, on peut écrire fe 
relation suivante vraie en grandeur et signe 



Centre des forces parallèles. — Jusqu'ici nous n'avons 
fait jouer aucun rôle aux points d'application ni des conipo* 
santés ni de la résultante : la méthode que nous avons suivis 



i comme il doit arriver, la même résultante quand on 

Osscr les composantes P, et P» le long de leurs lignes 

tion, la résullanle pouvant également être transportée le 

; de sa ligne d'action. 

, arrive à la notion du centre des forces parallèles en 

ni de prendre des points déterminés, par exemple 

ts C| el Ca pour points d'application des compo- 

, Joignons alors C, C3 et appelons C le point où 

loupe la ligne d'action de la résidtante; ce point est 

îné par la relation (eu grandeur el signe) 



at particulier C est le centre des forces parallèles P) 
.ppliquées aux points C| et Cî- 

'on fait tourner les deux forces parallèles P) et Pj 
•des deux points d'application Ci et C^ sans aitérer 
ipport, le point C reste fixe et la résullanle tourne 
ment autour de ce point. 

convient de prendre le point C pour point d'applica- 
la résultante P en transporlant celle résultante au 
3 de sa ligne d'action. 

jDeux forces parallèles et de sens contraires- — Prc- 

is (fig- I o5) comme sens positif le sens de la plus 
ncle P, ; alors P, est positif, Pa né- 
i, Nous supposons la somme 



Site de zéro pour écarter le cas du 

f Alors les deui forces ont une 
œte P égale à leur somme géomé- 

Bituée dans leur plan, dont il faul 
piiner la ligne d'action. Cette ligne est le lieu géomé- 




rique des poiaLs A |iour lcst|uels le momecL résultant i 
et l'a est nul. Elle est donc cstérieure à l'espace situé ■ 
les deux forces, cl du cAié de la plus grande, de telle : 
qu^en abuissanl de l'un de ces jinints des perpeodicul 
AAt et AAi sur les deux forces, on ail pour tes deux 
duits l'|. AA( et l'j. AAg la même valeur absolue. En 
une transversale quelconque rencontrant les lignes d'à 
des forces en BB) Bj on aura en grandeur et en signe 

BB, _ P, 
BB, ~ P|' 

Centre des forces parallèles. — Ayant choisi deuï] 
diÎLcrminés C. cL Cj jioiir points d'application des c( 
saules, le centre des forces parallèles est iin point C sur 
tel que l'on ait, en grandeur et signe 
ce, P, 



Quand on fall tourner les composantes autour des 
C, et Cî en les laissant parallèles el sans changer leur ra( 
le point C reste fixe et la r^sidtanLe P tourne aussi auto 
ce point : nous la supposerons appliquée à ce point. 

3" Deux forces égales et opposées. — Si l'on a 

forces égales et opposées, elles forment un couple, c' 
dire un système qui n'a pas de résultante. £n considén 
cas comme la limite du précédent, l'i 4- l'j tendant prog 



vement vers zéro, 



= lc| 



3int C, 



nire des 



parallèles, s'éloigne indéjîniment. 

Le même fait a lieu dans le cas plus particulier encoi 
les deux forces étant égales et directement opposées, 
équilibre. 

4° Forces parallèles en nombre quelconque; centt 
forces parallëlsB. — Trenons mainlenanl n forces pan 
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Ihyant pour valeurs algébriques P|, Pa, ...,?« et supposons 
e leur somme géométrique 

>it différente de zéro. 

Les forces sont alors équivalentes à une force unique égale 
P qu'on peut déterminer comme il suit. 
r Supposons les composantes appliquées en des points déter- 
^minés C<, C2, ..., Cn, et imaginons, pour fixer les idées, 
^que les forces P<, P2, ..., Pm tirent dans un sens, et les 
ijbrces Pto+i? Pm+27 . . ., P/i ^n sens contraire. Nous pourrons, 
l'après ce qui précède, remplacer P| et P2 par une force 
inique Q< = P, + Pj appliquée au centre D^ des forces paral- 
lèles Pi et P2 ; puis nous remplacerons les forces Q< et P3 par 

une force 

Q2=Qi-f-P3=Pi-HP,-hP3 

[..appliquée au centre D2 des forces parallèles Qi etPs ; et ainsi 
de suite, jusqu'à ce que nous ayons remplacé toutes les forces 
L tirant dans un sens par une force unique P' appliquée en un 
Kpoint déterminé C; de même, nous remplacerons toutes les 
[' forces tirant en sens contraire paf* une force unique P" ap- 
pliquée en un point déterminé C. Ces deux forces se com- 
[' posent enfin en une 

P = p'4. ?"= Pi -H Pj-H. . .-H P« 

appliquée au centre C des forces P' et P'' appliquées en G' 
;. et C^ 

Ce point final C est le centre des forces parallèles don- 
nées. 

SI l'on fait tourner ces forces autour de leurs points d'ap- 
plication en les laissant parallèles, sans altérer leurs rapports 
mutuels, les forces auxiliaires Qi, Q2, . . , P', P'' tournent au- 
'■ tour de leurs points d'application D|, D2, . . ., C, C sans que 



' .' • ■ « ' . ' 



leurs rapports muluels cliaogenl, ctj lînalemeiil. la rési 
tourne autitur du poinL C. 

Il siiffîni donc de détcniiiDer ce poiol C pour coani^ 
résultante, puisijue sa graadeur, sa direction et son s€ 
connus. 

Coordonnées du centre des forces parallèles. — 
n forces iiai-uUèles de valeurs algébriques P,, Pj, ..., P, 
quées aux points C,, Ga, ..., C„ de coordonnées Xt, y 
X3,yî, Si, . . ., ar„,_j-n, 3«. Nous venons de voir que le c 
des forces parallèles C existe tant que P, + Pj-f-. . .-)- 1 
différeol de zéro. 

Appelons ^0, ^0, ^o les coordonnées de ce point. 

Le moment de la résultante des forces parallèles par ra] 
à un axe quelconque est égal à la somme des moment 
composantes ; comme le centre des forces parallèles est : 
pendant de la direction commune des forces, je les su[ 
toutes parallèles à Os, Oz étant pris comme sens posîl 
forces. Alore les projections des forces sur les axes sont 



= Pi. 



cl celles de la résullanip 

X = o, Y = i», Z= P. 

Écrivons que le moment de P par rapport à 
à la somme des moments des composantes : 

nous avons, d'après les valeurs pariiculières ci-dessus 






fl7o= - 



- P,g. + ...-t-P„3: 
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is forme abrégée, 



Xq 



SP* ' 



me, on trouve 



larque. — Le centre des forces parallèles existe tant que 

SPa 

Férent de zéro. 

ind SPyt= o, il est en général rejeté à l'infini, 
endant, il serait indéterminé si l'on avait à la fois 

2Pa-=0, 2P;ta7>t=0, 2PA7Ar=0, 

2P>t^>t=0. 

is ce cas très particulier, les conditions d'équilibre indi- 
aii n° 97 sont remplies, quels que soient a, p, y, c'est- 

quelle que soit la direction commune des forces : on 
3rs que les forces parallèles sont en équilibre asta- 
. On peut vérifier que ce cas se présente quand, SP^ 
nul, le centre C des forces parallèles tirant dans un sens 
de avec le centre ÇJ! des forces parallèles tirant en sens 
lire. Les résultantes P' et P'' de ces deux groupes de 

sont alors égales, opposées et appliquées au même 
. Elles se font équilibre, quelle que soit leur direc- 
ommune. 

arcice. — On peut, comme exercice, vérifier ces résul- 
ar le calcul. Si, comme au n** 97, on appelle a, p, y 
sinus directeurs du sens positif des forces, les projec- 
sur les axes de la somme géométrique OR des forces 

X = ïP, Y = pP, Z = yP» P = 2:Pa., 
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et celles du moment résullant OG par rapport à Torigine 

N = pSPA-arx — «2P)t7;t. 

Les forces se réduisent alors à une force unique ou résul- 
tante parallèle aux forces données, d'intensité P. La ligne 
d'action de cette force unique a pour équations 

M = 5X — arZ, 

où x^ y^ z sont les coordonnées courantes (n" 102). 

Actuellement ces équations deviennent, d'après les valeurs 
particulières de X, Y, Z, L, M, N, 

on peut les écrire 

a. P Y ' 

OU, en posant ^0 = -yp7 ' JKo = -2pt" ' "«"^ "^pT' 

a - p Y • 

Le point ayant pour coordonnées a^o, ^o^ '^o ne dépend p^^ j 
de a, p, y, c'est-à-dire de la direction commune des forces; ^ 
dépend seulement de leurs points d'application (^a?/*?-^*' 
et des rapports de leurs grandeurs, car les expressions de^o' 
^0) -^0 sont homogènes et de degré zéro par rapport à P*^ 
P2, . . ., P/|. La résultante unique P passe donc par le poi^ 
fixe (^0? y^si ^is) quels que soient a, p, y. 

Donc, si, laissant fixes les points d'application, on chaï>ê 
la direction commune des forces considérées et si l'on *^ 



11( 
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et celles du moment résullant OG par f'apport à rorigine 

M-=a2P;t2A-Y2PAa^A, 

N = pSPyt^x — «SPaj*. 

Les forces se réduisent alors, à une force unique ou résul 
tante parallèle aux forces données, d'intensité P. La lig 
d'action de cette force unique a pour équations 

M — z% — xZ, 
N = arY — 7X, 

où Xy y^ z sont les coordonnées courantes (n" 102). 

Actuellement ces équations deviennent, d'après les valeur 
particulières de X, Y, Z, L, M, N, 

Y(Pr-SP^r*)-P(P^~SPA>3>t) = o, . ...; 

on peut les écrire 

Vx-^-LVkXk ^ Pj k-SPa^a ^ P^ — SPa^a 



OU 



, en posant ^o=-2p7'ro ^"Yp^^ -«= "spT 



P Y 

Le point ayant pour coordonnées x^^ y^^ Zq ne dépend f 
de a, p, y, c'est-à-dire de la direction commune des forces ; 
dépend seulement de leurs points d'application {xk^yh^ 
et des rapports de leurs grandeurs, car les expressions de:3 
^Oî -So sont homogènes et de degré zéro par rapport à 1 
P2, . . ., P/|. La résultante unique P passe donc par le po 
fixe (^0? yot ^o) quels que soient a, p, y. 

Donc, si, laissant fixes les points d'application, on cha» 
la direction commune des forces considérées et si l'on 
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rler ces forces proportionnellement, leur résultante passe 
ir un point fixe de coordonnées (^oî^oj ^o)* Ce point fixe 
tle centre des forces parallèles. 

On choisit ordinairement ce point comme point d'applica- 
on de la résultante, ce qu'on peut faire en transportant cette 
îsullante au point ^o> JKo? ^o de sa direction. 

Remarque. — Dans le cas particulier où toutes les forces 
)iit dirigées dans le même sens, le centre des forces 
arallèles est intérieur à toute surface convexe entourant 
)us les points d'application des composantes. En effet, 
renons pour sens positif celui des vecteurs donnés P|, ..., 

Fig. 106. 



a> 



'/, pour plan des xy un plan tangent II à cette surface, et 
^uraxe O^ une perpendiculaire à ce plan située du même 
>té que la surface {fig- io6). Alors les z de tous les points 
application sont positifs, et l'équation 

^0— vp, 

onire que Zq est également positif. Le centre des forces 
irallèlcs se trouvant par rapport à un plan tangent quel- 
>nque du même côté que la surface est situé à l'intérieur de 

^41e-ci. 

107. Moments des forces parallèles par rapport à un 
lan. — Un système de forces parallèles, dont la résultante 
AG. i4 



COl'ftS HE HECAMQCE. 

[énërale P ^ SP* n'est pas Diilli?, est équivalent à une ton 
i^ésulUnlc unique P appliquée du centre des forces panJ 
lètes, d'après la convention faite plus haut. Les formules qi 
ionnenl les coordonnées Jro, jfn, Sg de ce centre conduisent 
[uand on les traduit en langage géométrique, au théorémj 
Bèfes moments par rapport à un plan. 

Étant donné un plan II, i^u'on peut toujours prendre pi 
a^çÛ/, etiuiaxe05(_^^. [05)de direction arbitraire, oi 

Fig, ,07. 




uppelle moment d'une des Jorces parallèles, par rapport 
à ce plan U, le produit de ta valeur algébrique P* de 
^orce, par la coordonnée z/, de son point d'applîcit' 
^ion Pas*. 

Le moment ainsi défini est une quantité positive, négaUi 
fou nulle, dont la valeur dépend du point d'application de 
norce, de sorte que ce moment change quand on la transport 
1 point de sa direction. La propriété fondamentale ré 
pultant de cette définition est la suivante : 

Le moment par rapport à un plan de la résultants J^ 
plusieurs forces parallèles est égal à la somme alg* 
brique des moments des composantes à condition i 
prendre^ pour point d'application de la résultante, 

centre des forces parallèles. 
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EPur le démoolrer, supposons d'abord l'axe Oz perpendi- 
plan n; le 3 du cenlre des forces parallèles esl 
Rié par l'équaliun 

lù P=SP*; or cette équation exprime précisément le 



héorèm 



oulons démonlrer. 



Si l'axe Oz est oblique au plan II, on prendra un ase auxi- 
iaire Os' normal au plan et faisant avec Os un angle a.. 
appelons s',, z'j, ..., z'^, z\ les coordonnées s des points 

^plication comptées parallèlement à ce nouvel axe, c'est- 
xe normalement au plan ; on aura, d'après ce qui précède, 

is les coordonnées z' et z sont liées par les relations évi- 



substituant, on a la relation à démontrer 

théorème des moments est donc établi dans sa généralité. 
n l'appliquant successivement aux trois plans coordonnés 
losés obliques, on obtient, pour déterminer les coor- 
lées ^oiJKo, Zb, du centre des forces parallèles en axes 

'tques^ les mêmes formules qu'arec des axes rectangu- 

res. 

Branarqce. — I.e théorème des moments des forces paral- 
S par rapport à un plan ne peut s'appliquer que si SP^^o. 
(Orsque SIV^^ o, les forces sont équivalentes à un couj 
|i zéro. Même dans ce dernier cas, le théorème ne peut 
■s'appliquer, car si la résultante esl alors nulle, le centre j 
^^ forces parallèles est à l'infini. 11 n'y a d'exception que ' 
r le cas encore plus particulier où les forces étant équiva- 



lenles à K<5ro s. 
indéterminés, 
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a équiliLre asLiili({ue; 



108. Centres de gravité. — Nous avons déjà défini le 
poids d'un poitil iiialéiiel ; c'est luie force verticale don 
l'intensité p est égale â la masse <tn point matériel multiplia 
par l'accélération ^ due à la pesanteur, accélération qui, a 
un Qiénie lieu, est lu même pour tous les points, pesanU. Li 
direction de la verticale change d'un lieu à l'autre; l'obser 
vation a prouvé que la valeiii- de g varie avec la latitude at 
l'altitude; tnais ces variations sont insensibles dans l'élendui 
d'uu corps de dimensions ordinaires. Un corps solide pesan 
peut donc être considéré comme une réunion d'un grani 
nombre de points matériels liés entre eux et sollicités par de: 
forces verticales parallèles proportionnelles à leurs maiseiJ 
i^a résultante de ces forces, qui est égale à leur somme, s'ap 
pelle \g poids du corps. Le centre de ces forces parallèles sfl 
nomme spécialement cen(/'e de gravité; il occupe dansW 
corps une position indépendante de l'orientation de celui-PÎ 
car, lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un o 
vateur entraîné avec lui, comme si, le corps restant immobiU 
les forces parallèles tournaient d'un même angle autour d 
leurs pointa d'application, ce qui n'altère pas la posîtioodl 
centre des forces parallèles. Ainsi, le centre de graoitéei. 
le point da corps par lequel passe constamment lepo'd 
du corps, quelle que soit son orientation. Si donc on fiïû 
le centre de gravité en laissant au corps solide la liberté i 
tourner autour de ce point, le corps, soumis uniquement 
l'action de la pesanteur, resterait en équilibre dans toute! 
les positions qu'il peut prendre. 

109. Expressions des coordonnéea du centre de gri 
_ Tité. — Soient m,, m,, . .,, m„ les masses,/;,, /»;, . . .,'/Jb1' 



aids des points matériels 



couitftueut i 
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h/M -i)î(-3^2,:K2,22), ..., (^//,y/2, ^,1) leurs coordonnées, 
et M le poids et la masse du corps. On aura 

Si l'on désigne par (^o? JKo? -^o) l^s coordonnées du centre 
; gravité, on a, d'après les formules qui donnent le centre 
;s forces parallèles, 

_ p\X\-\- p<iX^-\- . . .-4- pn^n in\X\ -4- m^x^-^ . . .-4- TrtnXfi 
x^ — — , 

P\-^ P%-r- ' ' '-r- Pn Wll -H m2 -r- . ... -h /Hyj 

1, sous forme abrégée, 

__ ^px __ "Lmx ^ ^py _ ^^y _ 2/>3 _ ^mz 

On voit, d'après ces formules, que la position du centre de 
avité dépend uniquement des masses des points. 
Cette observation est importante, car elle permet d'étendre 
notion de centre de gravité à des systèmes non pesants. 
ême, dans certaines questions relatives à des points maté- 
?ls de masses m<, m2, ..., m„ non invariablement liés 
tre eux, il est utile d'introduire le point dont les coor- 
•nnées ^05^07 ^0 sont définies parles formules précédentes : 
point qu'Euler proposait d'appeler centre d^ inertie con- 
nue à porter le nom de centre de gravité, quoique les 
nsidérations qui conduisent à la notion du centre de gravité 
soient plus applicables. Le centre de gravité est évidem- 
3nl situé à l'intérieur de toute surface convexe entourant 
> points considérés (p. 209, Remarque). 
Lorsque l'on connaît les centres de gravité G< et G2 de 
ux parties d'un corps et leurs masses ^^ et Ma, on en dé- 
iit immédiatement le centre de gravité du corps, car ce 
ntre est le centre des forces parallèles Mi^etMa^ ap- 
iquées aux deux points Gi et G2. D'une manière générale, 
ï'sqiie l'on connaît les centres de gravité G<, G2, ..., G^ 
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de plusieurs parties d'un curps et leurs masses, M|, M) 
Mp, le cetilre de gravite du corps est le centre des force» 
parallèles M,^, Mj^, ,,., Mpgr appliquées aux poiots G|,. 
Gs, ..., Gp. En appelant j:,,j',, 3,, x„ya, Zj, ..., Xp,yf, 
Zf les coordonnées des centres de gravité de ces diverses 
parties, on aura pour les coordonot-Ps Xc,y^. s,, du ccnlrede 
gravité dn corps 



_ M,* 



■t- M,i|-i-, . .-t-M^j-,, 



M,-(-M,-i--,.-f-M„ 



r» = 



SMj- 






Quand on veut déterminer le centre de gravité d'un corps 
solide de forme donnée, par exemple d'une masse de métoi, 
on doit appliquer les formules précédentes à un corps formé 
d'un nombre eitr^memcnt grand de points matériels siltiés i 
des distances mutuelles extrêmement petites. On tourne ft 
diflîcuUé en regardant le corps comme continu, ce qui n'ai 
pas conforme à la réalité, mais fournit une approxiinalioli; 
1res suffisante pour les applications. On supposera le coiJH 
divisé en parties inKniment petites, en petits cubej 
exemple, et l'on appliquera les formules précédentes. 

Lorsqu'un corps a une épaisseur très petite par rapport li 
ulres dimensions, on assimile le corps à une surface* 
telle est, par exemple, une feuille de papier ou de métal très 
. De même, il est des cas oîi l'on peut considérer "ô 
"corps comme réduit à une ligne : tel est le cas d'un fil long 
ellin. 

HO. Théorèmes relatifs aux centres de gravité. 

i" Lorsqu' une figure admet un centre de symétrie, ioft 
centre de gravifé se confond acec le centre de symétrie' 

En ellet, la figure tout entière peut être partagée en âA 
menis mutérîels très petits deux à deux symétriques et à 
même masse; la droite qlii joint deux d'entre eux passe p» 
le centre de symétrie qui est son milieu; par conséquent I 
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é$aitantc des forces égales H parallèles appliquées aux.l 
iLrémilés de cette droite passe aussi par son milieu; comme 
I en est de même de toutes les rcsullanles semblabrement | 
bicnues, la résultante totale passe par le centre de sjmétri' 
■i° Lorsfu'une Jigure plane admet un axe de symétrie ■\ 
a un diamètre, son centre de gravité est sur cet axe ou \ 
urce diamètre. Si la figure adniet un axe de symétrie, à | 
3[il point A correspond uq point B symétrique tel que le 
ilieu O de AB soil sur l'aie; c'est donc en ce poipt O qu'est | 
ppliquée la résultante des deux forces égales appliquées- j 
A cl en B; il en est de même de toutes les résultantes ubte- 
es de la même façon, c'est-à-dire qu'elles sont toutes appli- j 
[nées en des points de l'axe de symétrie. Il reste à composer ] 
es ces résultantes partielles dont les points d'application f 
sur l'axe, donc le point G est aussi 
'axe. fig. los. 

ire que la figure admet un diamètre /b- 

r dire qu'il existe une droite qui coupe ^i 1 

s les cordes parallèles à une direc- - — -h — -hç-, 

déterminée en deux parties égales J l 
, 108). Les centres de gravité de '*■ 

(S ces cordes se trouveront donc sur 
lie de symétrie oblique qu'on nomme leur diamètre 
ugué et, par suite, le centre de gravité de la figure s'y 

aussi. 

Lorsqu'une figure dans l'espace admet un plan de 
itrie ou un plan diamétral, son centre de gravité est 
ans ce plan. Le raisonnement est le même ; si la figure 
ilmcl un plan de symétrie, à tout point A coprespond un 
flint B symétrique tel que le milieu O de la droite AB se 
■tve dans le plan de symétrie; c'est donc en ce point O 
Bu appliquée la résultante des deux forces égales appli- 
Rnsen A et en B; il en est de mêmï de toutes les résultantes 



L 



iii;me façon : leur point d'application est dam 




«tï 
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ie plaa et par suite 1p ceuire »ie graviu^, poini H'applicatinii 
de In rcsiiltante de ces r^suUanles partielles, esl aussi dan) 
ce plan de symétrie. 

Dire que la figure admet uq plan diamétral, c'est dir^ 
^a'il existe un plan tjiû coupe loules les L-oi-des parallèles 
me direction déterminée en deux parties égales. Les cenlK 
C gravité de toutes ces l'ordes se trouveront donc dans ce pIlÉ 
àe symétrie oblique qu'on appelle leur p/«n diamétral 
jugué, et par suite le centre de giavité de la figure s'j trouva 



lil. Centre de gravité des lignes planes. 

Nous considérons exelusivenienl des lignes homogènes. 
Pne ligne matérielle est dite homogène (]uand la 
l'une portion quelconque de cette ligne est proportionodli 

I sa longueur. 

Segment de droite. — Le centre de gravité d'un segmen 



■de droite este 



lilic 



qui, 



Circonférence de cercle. — Le ce 

Xonfcrcnce est en son centre. 

Contour d'un triangle. — Chaque 
f tionnel à sa longueur et appliqué en 
1 milieu; aux points ÎS et P, mi- 
lieux de AC et AB en particulier, 
t donc appliquées des l'orces pa- 
■tvllcles, de même sens, respective- 
ftinent proportionnelles à AC et à AB 

Soit H le point d'application de 
i résultante de ces deux forces, on di 
HN' AB 



centre de syniutrie, 
e de gravité d'une c 
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ININ et MP sont les moitiés de AB et de AG, on a 

HN _ MN 
HP " MP' 

)nlrc que le point H est le pied de la bissectrice 
(lu triangle MNP; le centre de gravité cherché est 
la bissectrice MH; il est de même sur les deux 
lectrices du même triangle et, par suite, à leur point 
tre, c'est-à-dire au centre du cercle inscrit dans le 
INP, formé en joignant les milieux des côtés du 
BC. 

3ntre de gravité des aires planes. 

onsidérerons exclusivement des aires homogènes, 
e telles que la masse d'une portion quelconque de 
proportionnelle à son étendue. 

— Le centre de gravité d'un cercle est en son 
Il est un centre de symétrie. 

logramme. — Le centre de gravité d'un parai lélo- 
sl en son centre, qui est un centre de symétrie. 

e. — Chaque médiane est un diamètre conjugué 
rt aux cordes parallèles au côté correspondant. Cha- 



r ig. 1 10. 




es, AA' par exemple {fig* 1 10), divise, en effet, en 
ies égales toutes les cordes parallèle^ à BC. L^ centre 
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do gravité de l'aire du triangle se trouve donc au poii 
rencontre des médianes; joignons A'B', cette droite estp 
lèle à AB et égale à sa moitié ; la considération des tria; 
semblables ABG, A'B'G montre donc que l'on a 

AG AB 



A'G " AB' 



= 2. 



Le centre de gravité est donc aux | de la médiane à part 



sommet. 

On montrera à titre d'exercice que le poids total P 
triangle est la résultante de trois poids égaux à -J-P appl 
aux trois sommets. 

Trapèze. — Soit ABGD un trapèze {fig* 1 1 Oî son c 




de gravité se trouve sur la droite EF qui joint les milici 
ses bases parallèles, cette droite étant un diamètre pou 
droites parallèles aux bases AB et CD. 

Traçons la diagonale AD, les deux triangles ACD et 
ont leurs centres de gravité en g,^ et g^ sur les médiane 
et DE. Le centré de gravité G est donc au point de renc 
des droites g^ g^ et EF. Aux points g\ et §2 sont applu 
des forces proportionnelles aux aires des triangles ACD eli 
et par suite à leurs bases CD et AB, puisqu'ils ont r 
hauteur. 

Le point G est donc déterminé sur la droite g^^ g^ \ 

rapport 

^iG^ AB 

^îG CD' 
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)ésignons par x et y les distances de G à AB et à CD et 
r somme x -h y par h et appliquons le théorème des 
ttients par rapport à deux plans passant par AB et par CD 
)erpendiculaires au plan du trapèze ; on a, en appelant b 
5 les bases, 



(B + 


b).X: 


= 2B 


h 
3 


-h 


*3* 


(B + 


b)y'- 


= B 


h 
3 


-f- 


263. 


X 


" ■B-+-2Ô 


— 


B 


b 

-H - 
2 


y 


B 
2 


-\-h 



jC qui montre que, si l'on porte à gauche de A une lon- 
:ur AM = B et à droite de D une longueur DN == 6, la 
ite MN passe par le point G. 

Quadrilatère. — Soit ABCD un quadrilatère {fig* 112); 

iiagonale BD détermine deux triangles dont les centres 

gravité g^ , g^ sont sur les médianes AI 

Cl aux "l à partir des sommets. Les poids 

pliqiiés en g^ et ^2 sont proportionnels 

X aires de ces triangles et, comme ils ont 

^me base, ces poids sont proportionnels 

A£ et CE. Le centre de gravité G est 

fini par le rapport 

^^G^ CE 
^2 G AÉ' 

H suffit donc de prendre CF= AE et 
joindre IF pour avoir le point G. Il suffit même de remar- 
^i* que G est au tiers de IF pour avoir une construction 
s simple. 

^olygone. — Il faut décomposer le polygone en triangles, 
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Wpplîqucr au contre île jjravili; de chaque triangle une foH 
e diroctioii conslanle jiroporlionnelle a l'aire du triangle 
Jiercher le centre de ces forces parallèles. 

1 13. Centre de gravité des volumes. 

Nous considérerons encore des volumes homogènt 
Kfi'est'à'tlirc tels que la niasse d'une portion quelconque { 
§ volume soit pi-i.ipnrli(innelle à son étendue. 

Faralldlépipàde. — Le centre de gravité est au cenLro d 
parallélépipède qui est un centre de symétrie. 



Sphère. — Le centre de gravité est a 



ntre de la sphèn 



Prisme triangulaire. — Le prisme triangulaire a çuM 
rplans diamétraux, à l'intersection desquels se trouve^ 
^ienlre de gravité : i° le plan de la section moyenne passa 
par les milieus. a, 6, C des arêtes, qui Bit 
" " plan diamétral pour toute droite parallèle 
arêtes; a" les trois plans qui passent paroi 
arête et par la médiane correspondante < 
triangle de base; AA'MM' est l'un 
i^g- I i3), il est plan diamétral pour toillj 
les droites parallèles à BC. 

Le centre de gravité G est donc sur l'inta 
section de deux de ces plans, c'est-à-dire bB 
la ligne g'^' qui joint les centres de gravité tfs 
bases ; comme il est dans le plan abc, on w 
le centre de gravité d'un prisme triangulaire est î 
inilieu de la droite qui joint les centres de gravité -des dei 
il coïncide avec le centre de gravité de la sectiC 
|- moyenne. 

Prisme polygonal. — On déconi|)nse Je prisme en prisnw 
(triangulaires au moyen de plans menés par ses arêtes latérales 
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S centres de gravité de ces prismes coïncident avec les 
entres de gravité des triangles en lesquels est décomposée 
section moyenne et, par conséquent, le centre de gravité 
u prisme polygonal coïncide avec le centre de gravité de sa 
îction médiane. 

Tétraèdre. — Tout plan qui passe par une arête et le milieu 
e l'arête opposée est un plan diamétral relativement aux 
Drdes parallèles à cette dernière arête et renferme le centre 
e gravité; le tétraèdre comporte autant de plans diamétraux 
e cette espèce que d'arêtes, c'est-à-dire six. 

Soient ABE et ADF deux de ces plans ; ils se coupent 
livant la droite Ag, g étant le centre de gravité de la 
ice BDC. Dans le troisième plan BCft, la droite FH coupe Ag 
u centre de gravité G (Jig' i ï4)« 

Menons HA parallèle à G^; h est le milieu de ^D; les 
oints h et g partagent donc la droite FD 
Q trois parties égales. Il en résulte que G g 
st la moitié de HA, qui est lui-même la 
loitié de A^; donc le centre de gravité 

un tétraèdre est situé au quart,. à partir 
'une face, de la droite qui joint le centre 
e gravité de cette face au sommet opposé. 

Le point G étant le milieu de FH, le 
entre de gravité d'un tétraèdre est au 
lilieu de l'une des droites qui joint les milieux de deux 
rêtes opposées. 

U résulte encore du premier énoncé que le centre de gra- 
ilé du tétraèdre coïncide avec le centre de gravité du triangle, 
uivant lequel il est coupé par un plan mené parallèlement à 
'Qe face et à une distance égale au quart delà hauteur corres- 
'ondant à cette face prise pour base. 

Enfin on peut remarquer que le poids P d'un tétraèdre est 
^ somme de quatre poids égaux à jP appliqués aux quatre 
)mmets. 
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Pyramide. — On décompose la pyramide ea télraid^ 
lu moyen de plans menés par ses arêtes latérales; le es 
B gravité de la pyramide coïncide avec celui du polyg.^^^ 
t lequel elle est coupée par un plan mené paralLèl 
ment à sa base et à une distance égale au quart de la haute 
! la pyramide; te centre de gravité est donc au quart 
»arlir de la base, de la droite qui joint le sommet au ces! 
e gravité du polygone de base. 



E. — ÉQUILIBRE DES CORPS NON LIBRES. 
MACHLNES SIMPLES. 

H4. Méthode. — La miJlliode générale que nous fl 

ploierons coQsisle à regarder les corps comme libreS; eninb 

' duisant comme inconnues auxiliaires les réactions proveu 

liaisons qui leur sont imposées, réactions que l'on noUI 

î forces de liaison. 

113. Corps ayant un point fixe. — Imaginons un soU 

ayant un point O fisc, autour duquel il peut tourner libl 

; ment. Désignons par F^, F^, . .., F^ les forces qui agisM 

ce solide. Un tel corps est ce qu'on peut appeler leVi 

dans le sens le plus général du mot. Nous cherchons donc 

conditions d'équilibre d'un levier. 

Le corps solide exerce sur le point fixe une pression 

{Jig- 1 1 5 ) ; en vertu du principe de l'égalité de l'action et 

la réaction, le point fixe exerce sur le corps une réacUoa 

égale et directement opposée à R, de sorte que le corps soli 

■ peut être considéré comme libre sous l'action des forces " 

"< Fa, .-., Fn, Q. Si le corps est en équilibre, c'est que 1« 

I premières forces ont une résultante unique, égale et direiS 

I ment opposée à Q ; la condition d'équilibre est donc qui ■ 

} forces données aient une résultante unique passant par 
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loint fixe. Cette condition est suffisante, car, si l'on remplace 
es forces appliquées an corps par celle résultante, celle-ci est 
létriiilc par la résistance du point fixe qui développe une 
éaction égale et direciemenl opposée. Dans ce raisonnemenî 




tdmet que la résultante ne dépasse pas en grandeur la 
e de la résistance du corps dont le point fixe fait partie, 
lus pouvons retrouver analytiquement ces résultais; 
ions des axes reclan gulaires passant par le point O ; dési- 
isparX, Y, Z, L,M,N, les projections de la somme géo- 
îque et du moment résultant par rapport à l'origine des 
;s F appliquées au corps solide, cl par X', Y', Z' les pro- 
ions de la réaction Q du point fixe; les conditions d'équi- 
seront 

X -(- X' = o, Y -t- Y' = o, Z + Z' = o, 



les moments de Q par rapport aux axes sont nuls. Les 
itions (a), ne contenant pas la réaction, sont les con- 
pïuons nécessaires de l'équilibre; elles eipriment d'ailleurs 
*jiie les forces F appliquées au corps se réduisent à une 
■Orce unique passant par l'origine. Les équation3{i)montrent 
^lors que la réaction (X', Y', Z') est égale et opposée à cette 
'"ésultanle (X, Y, Z), qui n'est donc autre que la pression 



:nons le cas parliculler d'un levie 




5 à deux forces 
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seulement F,, Fa; pour qu'il y ait équilibre, il faut et II 
que ces forces suienl tenues eu équilibre par la réatilK 
point O. Les forces F,, Fa, et cette réaction devant 
équilibre, il faut que F|, Fi soient dans un même 
avec O et que la somme des moments des forces F^, F 
rapport à O soit nulle; c'est la coiidition élémentaii 
l'équilibre du levier que nous étudions plus loin. 

116. Corps ayant un axe fixe. — Soient F,, Fa, 
les forces qui agisseiil sur un corps solide mobile autour 
aie lise Oz; celui-ci exercent sur les divers points de 
des pressions I", I*"", 1**" . . ., et l'axe exercera à son loui 
réactions Q', Q", Q'", .... Le corps pourra êtie 
comme libre, sous l'action des foi-ces F), Fj, ,.., F, 

Q", Pour qu'il y ait équilibre, il faut, en partiel 

que la somme des moments de toutes ces forces, par »[ 
à l'axe fixe, soit nulle. Et comme les moments des réaction 
Q*, . . . sont nuls, il faut que l'on ail 



C'est une condition nécessaire de l'équilibre. Elle est 
saule; en effet, si elle est remplie, les forces se rédoîsi 
une résultante OR, qui est détruite pur la résistance de 
et à un couple dont t'axe OG est perpendiculaire à 
puisque N est nul. On peut faire tourner ce couple dans 
plan, de façon que son bras de levier coïncide avec 1' 
alors les forces ^ip' qui le constituent, étant appliquai 
des points de l'axe, sont détruites par sa résistance;. le' 
est donc bien en équilibre. Nous examinerons en déii 
propos du treuil, le cas où le corps est sollicité par 
forces. ■ 

Calculons maintenant les réactions de l'axe. On peut 
jours admettre que la fixité de l'axe a été obtenue eu É 
deux de ses points, O, O'. Ces points exerceront 
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lide des réactions Q', Q''. Prenons le point O pour ori- 
ne. Désignons par X, Y, Z, L, M, N les mêmes éléments 
le précédemment, et par X', Y', Z', X'', Y", lH les pro- 
clions des réactions Q', Q". Soit h la distance 00'. Nous 
irons les conditions d'équilibre {^fig» 1 16) 

X-i-X'-hX'=o, Y-hY'-hY''=o, Z-hZ'-4-Z''=o; 
L — ^¥"=0, M-f-AX''=o, N = o. 

La dernière de ces équations est indépendante des réac- 
ons : c'est la condition nécessaire et suffisante de l'équi- 




libre. Les deux équations précédentes donnent X'' et Y''. 
Portant alors dans les deux premières, on calcule X' et Y' ; 
mais Tl et Tl' ne sont assujetties qu'à la condition unique 

Z-f-Z'-i-Z''=o. 

et il est impossible de calculer complètement les réactions 
par les considérations développées précédemment. 

Au point de vue physique, les réactions de l'axe sont cepen- 
dant bien déterminées; mais les solides naturels ne possèdent 
pas les propriétés que l'on suppose aux corps solides en 
Mécanique rationnelle : ils sont déformables et leur défor- 
mation met en jeu des forces élastiques; en tenant compte 
de ces forces, on peut calculer approximativement les 
réactions.. 

AC. i5 



. ■* 



117. Corpa s'appuyant sur un pl&n fixe. 

I " Cas d'im Beol point d'appui. — Considérons d'abord 
cos où le corps ne s'appuie tjuc par un point sur le plan Sai 
le plan e\erc(! sur le corps une réactton normale, si nou 
supposons que le corps peut glisser sans frottement. Lecorp 
peut être considéré comme libre, mais soumis aus forces F, 
Fg, .... Fj,, qui agissent directement sur lui, et à cett 
réaction Q. Pour que le corps soil en équilibre, il fautqo 
les forces F aient une résultante unique égale et dîrect«meii 
opposée à Q (Jig-. 1 17}, c'est-à-dire que les forces données 




aient une résultante passant par le point d'appui, normalean 
plan el dirigée de façon à appliquer ie corps sur le plan. Cea 
conditions sont évidemment suffisantes, car, lorsqu'elles sonl 
remplies, la résultante ne peut déterminer aucun glissemenl 
et est détruite par la fixité du plan qui développe une réaction 
égale et opposée à Q. 11 serait aisé de retrouver analyliqne- 
menl ces résultats. 

■a" Cas de plusieurs points d'appui en ligne droite. — 
Admettons que le corps s'appuie sur le plan fixe X Oy par d« 
points A), Aa, ,,., A^, de la droite Oi. En tous ces point^ 
le plan exerce des réactions normales Qi , Qa, . . ., Q^, loiit** 
dirigées dans le même sens (^g. 1 18}. Ces forces ont une 
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allante Q normale au plan, dirigée dans le même sens, et 
it le point d'application tombe sur Ox entre les points 
rêmes Ai, Ajt,. 

Pour que l'équilibre ait lieu, il faut que les forces données 
sent équilibre aux réactions du plan, c'est-à-dire qu'elles 
:nt une résultante unique, normale au plan, dirigée de 
fon à appliquer le corps sur le plan, et dont le prolonge- 

Fig. 118. 



L 



■ *p 



a> 



ent rencontre O^r en un point situé entre A| et A^. Ces 
•nditions nécessaires sont suffisantes, car cette résultante 
:ut alors être décomposée en deux autres, normales au plan 
appliquées en deux points d'appui; ces forces seront 
truites par la résistance du plan. 

Pour exprimer ans^lytiquement ces conditions, nous pren- 
ons pour axe des œ la droite O^, l'axe des z normal au 
m et situé du même côté que le corps par rapport à ce 
in. Toutes les réactions Q<, Q2, ..., Q/> sont alors posi- 
es ou nulles. Les équations d'équilibre sont 

X = o, Y = o, Z-hQi-t-QîH-. ..-f-Qp = o; 
L = o, M — «iQi — a2Q2-.« — «/>Q/^=o. N = o, 

désignant par «i, «2, . . ., ap les abscisses des points 
appui. Quatre de ces équations X = o, Y = o, L = o, 
= 0, qui sont indépendantes des réactions, expriment des 
ûditlons nécessaires d'équilibre; elles montrent que les 
'Ces données doivent avoir une résultante unique normale 
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I plan (les xy et rencunti-nnt l'use des x. La U'oi^ièni 
Uion nous monlre <]iie Z duil être négatif, c'est-à-ilire que 
■résultanle duît élre dirigée île façon à appliquer le corps 
Kle plan. Soîl x l'abscisse du point où la réâullanle t 
«outre Ox. Son moment par rapport à Oj- sera M = — j 
Itm devra donc avoir 



^«,Q, + «,Qi 



■-*-«/.Q(.= 



'on lire, en remplaçant Z par sa \aleiir, 

Eet cette quantité est, comme on sait, comprise entre iesdeu 
Edeurs extrêmes ai et Op, car les quantités Q, , Qj, . . ., 
isont positives; le prolongement de la résultante rencon 
[donc Ox entre les points d'appui extrêmes. 

Les réactions du plan doivent maintenant vérifier les di 
fr^qualions 

M — a,Q| — <i,Q, — ...-a(,Qp= o. 

S'il n'y a que deux points ^d'appui, cites donnent les deil 
réactions. S'il y a plus de deus points d'appui, lefl rëaelîl 
e sont pas déterminées par ces deux relations. On les 
minerait en introduisant des considérations d'élasticité. 

.3° Cas général. — Supposons que le corps solide repo 

\r le plan fixe par une série de points Ai, Aj, ..., Xp.U 

i ligne droite. Le plan exerce des réactions normales Q 

Si ■ • -1 Q/») 1"' *"^' '"^^ résultante unique Q, car elles SS 

toutes dirigées dans le même sens el, d'après ce que l'on 9! 

jsac la composition des forces parallèles, le point où c$ 

■cësultante perce le plan est situé à l'intérieur de toulpo 

^gone convexe qui renferme tous les points d'appui; enp 

pîculier, il est à l'inlérieur du |)olygone de sustentad<H 
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fone convexe donl les sommets sont des poinls d'appui 
i renferme tous les autres points d'appui dans son inUJ- 
flir. Pour qu'il j ait équilibre, il faut que les forces données 
assent(''qui)tbrc à la résultante Q; il faut donc que les forces F 
lient une résultante unique normale au plan, dirigée de façon 
1 appliquer le corps sur le plan et qui le traverse à l'intérieur 
li] [iol;)-gone de sustentation. Ces conditions sonf suffisantes, 
:aL', dans ces hjpothèses, on pourra toujours décomposer 
'olle résultante en trois forces normales au plan et appli- 
pii'cs à trois des points d'appui, forces qui seront détruites 
•iuia résistance du plan. 

l'renons, comme plus haut, le plan fixe pour plan des xy; 
1 turps pouvant être considéré comme libre, mais soumis à 
L'nclion des forces F,, Fa, ...,F„. Q,, Qa, ..., Q^, les condi- 
tions d'équilibre seront, en désignant par «i , i| , «i, ij, . . . 
les coordonnées des points d'appui, 
II) X = o, Y = o, N = o; 

( Z+ Q,^ Q, + .. + Q^=o, 

U) j L H-6|Qi+ 6,Q,-t-...-i- ipQp = o. 

f M-a,Q,-a,Qs — ...— OpQp=o. 

Les équations (i), étant indépendantes des réactions, ex- 
priment une condition nécessaire d'équilijjrc : c'est que les 
forces données aient une résultante unique normale au plan; 
Kfi elï'el, la quantité LX + MV+NZ est nulle, et l'on ne 
le peut avoir Z ^ o, sans quoi toutes les réactions seraient 
luUes, puisqu'elles ne peuvent être que positives ou nulles, 
ians ce cas particulier, où toutes les réactions seraient nulles, 
'i L et M seraient nuis, il y aurait équilibre entre les forces 
l'tectement appliquées. En écartant ce cas d'équilibre évi- 
lent, on voit que les forces F,, .,., F„ doivent avoir une 
ésultantc normale au plan; il faut, en outre, (|uc Z soit né- 
fttif, comme il résulte de la première des équations (a), et 

B,la résultante unique perce le plan des jyà l'intérieur du 




a3o 
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istenlalîon, ctjridilion que l'on dé<)uirai 



poljgone de 

deux, dernières équmions (2). S'il d'j a que trois p 
d'appui, non en ligne droite, les équations (a) permelUi 
déterminer les trois réactions. S'il j en a plus, il faut 
compte de l'élasticitt; des corps. 



118. Machines simples. — 1 
lonstituces par un corps solide 



. machines simples' 
m libre, ayant an ] 
fixe ou un axe fixe. Ces machines sont destinées à transfo 
l'action des forces; elles servent à équilibrer, au moyi 
forces nommées puissances, d'autres forces nommées i 
tances. 

Le premier type de machine simple est le levier fdiw 
un corps solide mobile autour d'un point fixe. 

Le second type de machine simple est le treuil con 
par un solide qui tourne autour d'un axe fixe. 

Les balances, les poulies et les moufles sont des mac 
constituées par des solides articulés les uns aux. autres p 
points ou des axes. Quoique ce ne soient plus à propH 
parler des machines simples, nous donnerons leur théoi 
découle immédiatement de celle des deux machines 



119. Levier. — Soit une barre A.B ayant 
fixe O (Jiff' 1 19); en B est appliquée une résistance 



en A uue puissance P ; négligeons le poids de la 
chons la condition pour que ces deux forces se f 
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libre ; il faut et il suffit qu'elles aient une résultante unique 
et qui passe par le point fixe; pour cela il faut et il suffît : 

1° Que la puissance et la résistance soient dans un même 
plan contenant le point d'appui. 

2° Que la somme des moments des composantes par 
rapport au point fixe soit nulle, ce qui donne l'égalité 

P X O^ = Q X O^. 

Op elOq sont les bras du levier; la puissance et la résis- 
tance doivent être inversement proportionnelles aux bi*as du 
levier. 
Il existe trois genres de leviers : 

Premier genre, — Le point d'appui O {fi g- 1 20^ ) est com- 
pris entre les points A. et B d'application de la puissance et 
de Ja résistance ; la pince des tailleurs de pierre, le gouvernail 
des bateaux en sont des exemples ; les ciseaux sont des leviers 
doubles du premier genre, ainsi que les tenailles. 

Deuxième genre, — Le point d'application Bde la résis- 
ance est placé entre le point d'appui O et le point d'applica- 

Fig. J20. 
B- • «A (1) 

0- 2 «A (2) 



• ^ •B (3) 



ion. A de la puissance (Jig- 120^); la brouette est le type de 
e genre de levier. 

Troisième genre, — Le point d'application A de la puis- 
ance est placé entre le point d'appui O et le point d'applica- 
ion B de la résistance ; c'est le cas de la pédale du rémou- 
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ltur{Jtg. lao*); les pinceltes sont fcirméesd'im levier do 
de troisième genre. 

Dans les deux premiers genres, la résistance est daa 
pratique plus grande que la puissance; dans le Iroisiénie 
est toujours plus petite. 

Dans ta pratique, le point fixe est remplacé par une p( 
surface ou pnr un axe fixe; la théorie se rappiiiche alw 
celle du treuil et les conditions d'équilibre se simplifît 
il n'est, en effet, alors pas nécessaire que la puissance 
résistance soient exactement dans un même plan avec 
point d'appui ; il sufliide passer en revue les divers eseœ' 
qu^on donne te plus souvent des leviers des trois genret ( 
reconnaître l'exactitude de cette remarque, 

120. Treuil, — Quand un solide mobile autour d'un 
fixe esl sollicilé par deux forces, il faut et ilsufSt, 




y ait équilibre, que la somme algébrique des mom 
deux forces par rapport a 1 axe "«oit nulle : il suffit doi 
projeter les deux lorcesi sur un plan perpeûdicu] 
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d'écrire que la somme des moments des deux projections 
ar rapport au pied de l'axe est nulle. Le treuil est un corps 
olide assujetti à tourner autour d'un axe fixe, permettant de 
ransformer un mouvement circulaire en un mouvement rec- 
iligne. 

11 se compose d'un cylindre en bois ou en métal, Vai^bre 
du treuil {fig, 121), terminé à ses extrémités par des tou- 
niions reposant sur deux supports ou coussinets. Sur ce 
îjlindre est enroulée une corde fixée par une de ses extré- 
mités au cylindre même et soutenant par l'autre bout le 
ardeau Q à élever ; nous supposerons l'axe de rotation hori- 
wntal. Ce cylindre porte une roue d'un plus grand diamètre 
i laquelle est appliquée tangentiellement la puissance P. 

La condition d'équilibre est que la somme algébrique des 
noments des forces qui agissent sur le tour ou treuil, par 



Fig. 132. 




ipport à son axe, soit nulle (^^. 122). Si donc on appelle r 
: rayon du cylindre et R le rayon de la roue, on doit avoir 

PR = Qr. 

a puissance est à la résistance comme le rayon du cylindre 
it au rayon de la roue. 
On peut agir sur la grande roue au moyen d'une corde ; on 
eut la remplacer par une manivelle, ou par une ou plusieurs 
irres traversant le cylindre normalement. 
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Dans le treuil des caniars {Jîg. i a3) la grande roue p^ 
des chevilles sur lesquelles un homme se déplace; en pa 
d'une cheville à celle qui esi au-dessus, le hras de levier cl« 
puissance augmente. Il arrivera un inslanl uù le mouvema 
de la puissance l'emportera sur celui de 1» résistance, le fâi 
deau s'élèvera; maïs l'homme devra alors passer sur la cie 

Fig. ,a3. 




Ille suivante de façon à conserver iine position imnloM! 
is l'espace; sans quoi, enlraîné parla roue, il reviendrai 
e position telle que, le moment de la puissance étant éjst 
^Celui de la résistance, le fardeau cesserait de s'élever. 

Le oabestan est ud treuil à axe vertical manœuvré par o 
Pliarres fiies horizontales; \a Jîg. ia4 suffit à en faire Wi 
f Rendre la disposition, La seule différence vient de ce qu6 
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' n'esl pas fisée à l'arbre du Lreuil, elle fait seulement^ 
piques lours sur le cylindre et le brin libre est tiré par aam 

Pis. ^^^■ 




; l'expérience moalre que la traction ainsi exercée eta 
■oulement de la corde diitcrrainent une adhérence suffi-' 
laie pour s'opposer à tout glissement. 

121. Remarque sur les systèmes déformables. — Les ] 
ichines que nous allons esaminer maintenant sont formées -l 
la plupart de plusieurs solides articulés les- uns aux] 
s par des points ou des axes, ou reliés par des cordes 
■ machines forment donc des systèmes rtiatériels défor-1 
blea. Pour qu'un système de ce genre soit en équilibre J 
s une certaine position, il faut que les forces extérieurea J 
■lui sont appliquées remplissent les six conditions d'équi- 
d'un sjstème de forces appliquées à un corps solide. En J 
si ce sjstème déformable est en équilibre sous l'action] 
>Ëertaines forces, il restera, a fortiori, en équilibre si oui 
loIidiSe, c'est-à-dire si on lie invariablement entre eux lesj 
qui le constituent de façon à former un seul corps J 
ide. Dès lors, les forces appliquées au système doivent! 
îfier les conditions d'équilibre d'un système de forces 1 
^quées à un solide. 
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122, Balance. — La balance se compose d'un levier hoi 
zontrtl ou jlêfiu, yjant nn axe fixe en son milieu {fig- ia5] 
un prisme Lriungulaire O appelé couteau esl iraplaoté pe 
pendiciilairemenl au lleuu, el repose par son arête inférieui 
sur on plan poli el dur; c'est celte arête qui consliUie Tas 

Fis. '^5. 




de rolation. Il y a de ml^nw ans t'slrtSmités A et B, detr 
petits prismes placés en sens inverse du précédent et sitrU 
arêtes desquels s'appuîenl les pièces, crochets ou plans a, fi 
auxquelles sont fixes les plateaux de la balance. Une i 
guille (7 reliée au fléau se déplace devaol une graduation 
se trouve au zéro quand le fléau esl horizontal. 

Projetons sur un plan perpendiculaire à l'axe du coûter 
et appelons points de suspension du fléau et du plaleau le 
projections des points ou arêtes de suspension sur ce plan. 

Supposons les points de suspension en ligne droite. Si I 
centre de gravité du fléau était exactement au point de suî 
pension, il serait en équilibre indifl'érenl; pour lui doorne 
un équilibre stable, il l'aut que son centre de gravité soi 
au-dessous du point d'appui. 

Il esl facile, dès lors, de calculer l'angle dont s'inclînei 
le iléau sous une surcharge déterminée. 
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La balance étant en équilibre, les plateaux se placent de 
façon que leurs centres de gravité respectifs viennent dans la 
verticale de leurs points de suspension. 

Soient P les poids égaux appliqués aux extrémités du fléau 
et qui comprennent le poids du plateau et des corps qui j sont 
placés, TîT le poids du fléau appliqué en son centre de gra- 
vité G. Désignons par / la longueur commune OA = OB 
des bras de levier du fléau supposés égaux, et par d la dis- 
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Fig. 126. 
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lance OG; ajoutons une surcharge /? à droite : le fléau s'in- 
clinera d'un angle (Jig' 1 26) et nous aurons, en appliquant 
le théorème des moments par rapport à l'arête du couteau 

P/cosô 4- TîTéfsinô = (P -4-/?) /cos0, 



d'où l'on lire 
(0 



lanff6 = —.' 
° wa 



On voit que la sensibilité de la balance, c'est-à-dire l'angle 
dont elle s'inclinera pour une surcharge égale à i^s^ par 
exemple, sera, toutes choses égales d'ailleurs : 

I** Proportionnelle à /, et en raison inverse de xn; mais 
il ne faut pas oublier que xn est fonction de / et c'est au 
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' .'il n\ 



pas avantage, pour d'autH 



îonslmcLeui- à voir 

raisons, à construira des buknces à courts l]é; 
' En raison inverse de d; 
3° Indépendanle de la cliarge aP. 

La formule montre que, toutes les fois que l'angle t t 
issez petit pour qu'on puisse confondre la tangente Bvecl'ar 
! dont s'inclinera la balance sera proportionnel à 1 
Rircharge quand celte dernière sera fort petite. 

La position d'équilibre est stable, car si le fléau fait n 

ingle 9, inférieur à celui qui convient à l'équilibre, le mo 

t/>/cos9| est supérieur au moment Gi{/BinQ|, la force) 

tïl tourner le fléau vers la position d'équilibre, et inverse 

t si cette position a été dépassée, l'angle Qg .étant plQ 

fand que 0, c'est le inomenlcifi^sinOiqui est le plus grand É 

a force [j ramène le fléau à la position d'équilibre. 

Supposons les trois points AOB non en ligne droite. Dési- 




gnons par l et /' les longueurs OB et OA et appelonsjtp et ^ 
les angles que font ces droites avec la dfoite OG. 

Soit l'angle d'inclinaison de la balance pour un 
cbarge déterminée p {fig. 127), nous aurons, en appliquai 
comme ci-dessus le tliéorème des moments. 

(P + /j-|/5in(ç-0)-r7-sln(ç'+0)-h77Trfsine, 
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OÙ nous lirons 

(P-f-/?)/sin<p— P7^sin(p^ 
° "" (P-h/?) /cos<p + P7'cos<p'-+-TiiS* 

Si, pour simplifier, nous supposons / = /', co == cp', P = P', 
us obtenons la formule 

(P -f-jo)/sin(<p — 6) = P/sin(<p 4- 0)4-Tiîef «inO, 

'ù nous tirons 

. pi sïuo 

lange = :— =; ^ — 3 

° (2P-h/>^/coscp -HTïja 

on y fait cp = -; on retrouve la formule (i). Celte formule 

atre que la sensibilité n'est pas indépendante de la charge 
ie. 

23. Méthodes de pesée. — Une balance est dite juste 
nd son fléau reste en équilibre à la position zéro si on 
rge ses plateaux de poids égaux; la balance est soumise 
s à Taction de trois forces, les deux poids P égaux et son 
Is Tîj; à réquilibre, cette- dernière force est appliquée au 
Il G qui doit venir se placer dans le plan vertical passant 
le point O. On doit donc avoir comme condition d'équi- 
e, en appelant / et /' les bras de levier du fléau, 

P/ = P/', 

t-à-dire 

l = l\ 

DUT qu'une balance soit juste, il faut et il suffit que ses 
L bras de levier soient égaux. 

n ne peut admettre que cette condition est remplie que 
'agit de pesées commerciales; mais s'il s'agit de [pesées 
s dans le laboratoire de recherches scientifiques, s'il faut 
îxemple peser i''^ avec une approximation de i"^^ l'erreur 
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lalive admise esl de — ;, et il osl èvidcnl que le constrij 
leur ne peut pas répondre que l'égalité des bras de levier ô 
comportera pas une erreur relative plus grande. 

On ne peut donc admettre que la condition de justesse sûjj 
remplie. 

La méthode de <louble pesée imaginée par Borda coasM 
à placer le corps à pt?ser dans l'un des plateaux et à l'é 
librerpar une tare placée sur l'autre plateau ; on enlève en" 
le corps et on le remplace par des poids marqués donll 
gomme fait connaître le poids cherché ; mais quand on char 
la balance, on doit admettre que les trois points de suspen- 
sion ne restent pas en ligne droilej et alors la sensibilité vanq 
avec chaque pesée; pour éviter cet inconvénient on pèsç 
par la méthode dite à charge constante qui estunem^^M 
de double pesée à sensibilité constante. 

Supposons qu'on opère avec une balance capable de j 
i^ï avec une sensibilité de i"»; on met dans l'un des plat 
un poids unique de i''^ et dans l'autre toute la série desp 
divisionnairesdont la somme fait également i''S, Si la I 
est juste, elle reste au zéro, sinon on l'y ramène par u 
placée du côté convenable; on place en second lieu le coj 
du cûté des poids divisionnaires et l'on enlève un cet 
nombre de ceux-ci jusqu'à ce que l'équilibre soit rétabliîl 
somme des poids enlevés représente le poids du cqrps j 
double pesée. Les pesées successives doivent se faire 
changerai le poids de i^*, ni la tare; elles se font donc à g 
sibililé constante puisque (aP -(-/)) est une constante. 



124. Balance romaine. — La balance dite romaiiu 
compose d'un levier du premier genre assujetti à tooi 
autour d'un point fise B (Jtg- i ?-8). On suspend à l'a 
mité A, à l'aide d'un crochet, le fardeau à peser, on luil 
équilibre par un poids constant/i soutenu par un anneau j 
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l'on fait glisser le long du bras BC. Appelons / le bras AB, 
ti la distance GB du centre de gravité du levier au point B 
et xs le poids du levier. L'équation d'équilibre est 

(i) P/-HT!Jc? = /?xBG'. 

Appelons G le point où il faut placer le poids mobile p 

Fig. 128. 
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pour obtenir Téquillbre quand il n'y a aucun fardeau attaché 
en A, l'équation d'équilibre se réduit dans ce cas à 



(•-») 



Tnû? = /?BG; 



retranchons les égalités (i) et (2), membre à membre. 



d'où 



P^ = /?(BG'-^ BG) =>CG', 

GG'=-P. 
P 



La distance GG' est donc proportionnelle au poids P à 
mesurer; cette remarque conduit à une méthode de gradua- 
tion ; on marque zéro au point G, déterminé par une expé- 
rience à vide, puis on suspend au crochet un poids de i^s et 
l'on marque i au point ainsi obtenu ; on peut alors diviser cet 
intervalle en dix parties dont chacune correspondra à i oo^"^ 
et prolonger cette division s'il y a lieu. 

AC. ■ • 16* 



CornS DE UÉCANI<>UE. 

1S5. Bascule on balance de Quintenz. — Cette halaiic 
; compose de Irois li-virrs nioliîles autour tl'axes I 
taux; nous pouvons, en projetanlsur le plan de s^m 
l'appareil pris comme plaii de figure, regarder les rolationf 
comme s'efTeciuanl autour de points, comme nous I 
fait déjà pour la balance {fig- lap)- Le premier levier L 
prend son point d'appui M sur le sol ; le second HD porte uid 
tablier en bois sur lequel repose le corps de poids P que !'«( 
veut peser et prend son point d'appui en K, sur le premieJ 
levier, par l'intermédiaire d'une courte tige rigide DK, sort* 
de couteau; le troisii^me AC tourne autour du point fiieOB 
prenant son appui sur le sol. En C est attaché le plateau, dan 
Fig. lag. 




flequel on mettra les. poids marqués Q; en A et B on soutien 
par des couteaux deux tiges AL et BH qui sont ariicidées '% 
charnière par le bas respectivement, en L au premier levi 
et en H au second. 

Soient G le point d'application du poids P, /et/']esdistaac< 
de ce point à H et à D, et représentons leur somme lA, 
par d\ décomposons la force P en deux composantes pai 
lèles appliquées en H et en D, elles auront pour express 

-T- et -T-' La première est transportée en B au troisién 
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levier par rintermédiaire de la tige HB, la seconde est trans- 
portée en K au premier levier par le couteau DK; on peut lui 
substituer une force appliquée à l'extrémité L du levier LM 

1 P(d^r) KM . 

et ayant pour valeur . — «- x yt^ ^t qui sera transportée 

en A au troisième levier par la tige AL. Le troisième levier 
sera ainsi soumis à l'action de trois forces, et pour qu'il y ait 
équilibre on doit avoir 

QxCO=-T-xOB-+-P — -j— X T-p=- X OA. 
d d ML . 

ou 

t.\ r^^nr^ i> MK ^. P „ /OB x ML — OA X MK\ 
(I) QxGO=.Px^xOA-.3/ ^ ^ j. 

ta 

La balance doit être construite de telle façon que les poids Q 
soient indépendants de la position du fardeau P sur le tablier; 
^ étant la longueur variable, on doit avoir 

OB X ML — OA x MK = o 

/ , OB MK 

^ OA ML 

Les bras OA et OB du troisième levier doivent donc être 
proportionnels aui bras MK et ML du premier; l'équation (i) 
devient • 

MK 

Q X GO = P X ^ OA 
^ ML 

t eu tenant compte de l'éguation (2) elle se réduit à 

Q X CO =i P X OB. 

On prend dans la pratique GO = 10 x OB. 

L'eflet produit dans cette bascule est donc le même que 
i l'on transportait, en définitive, intégralement le poids P au 
oiiitB. 






Cette bascule est représfl 
ctifTi^rents organes et le cl 



duquel les leviers pn 
et/, donl l'a 
permettent de voir ^ 
horizUQtaic du levin 



126. Pouliâ âxe. _ i 
in disque en m<?lal ou on 
■st creusée une gorge. 

Dans la f^nr^e de la |' 



i,<i». 



Cette bascule est représenK^e par la ^^. i3o, qui montre Ic 
l^fférents urgaaes et le châssis en bois, par l'intermédiaifl 



nuquel les leviers prennent leur appui sur le sol; les point 
Ht/, dont l'une est solidaire du lléau et l'autre iixée au b 
permettent de voir si l'équilibre est obtenu dans la posit 
nlale du levier. 

126. Poulie fixe. — i" Sans frottement. — La poulie e 
^n disque en métal ou en bois, sur la circonférence ducp 
[est creusée une gorge. 

Dans la gorge de la poulie passe une corde, un fil méU 
tique ou une eliaîne, aux extrémités desquels agissent la pu 
e a A et la résistance 6B {Jîg- 1 3 1 ). 
La poulie est assujetUe à tourner autour d'un aie perpi 
Lilairc à son plan passant à travers une ouverture ciri 
aire faite en son centre et nommée œil; les extrémités 
s'appuient sur la chape de la poulie, pièce de fer dc 
lès deux branches embrassent la poulie et terminée à sa p8£ 
(upérieure par un crochet fixé à un point invariable. i 
loulie a simplement pour but de changer la directi 
l^d'une force sans modifier sa grandeur. 
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Soient, en e£fel, P et Q deux forces tangenliellemenl appli- 
quées aux extrémités A| B( de la corde à la poulie ; pour i^u'il y 




ait éqailiKre, il faut que la somme des moments de ces deux 
forces, par rapport au point O; soit nulle {fig- i32), ce qui 
s'écrit 

PxOA — Q xOB = o, 

puisque les forces tendent à faire tourner la poulie en sens 
inverse; mais 

OA = OB, 
donc 

P = Q. 

Si l'on néglige le poids de la poulie, la pression totale 

Fig. i3î. 




supportée par Taxe est égale à la résultante des deux forces P 
et" Q. 

Transportons ces deux forces en I, leur point de rencontre. 



OODIta DB HECANIOVS- 

it transportons leur résulUinte R en O sur l'axe ; un voitiii 
ialeinentsur Ia_/Ï^. i.l:* que 

ko appelant 20t l'angle des cordes. 
^ Cette pression lotele esl maximum. 



Bel égale 




1 double de la résistance, si les cordes sontpsnl- 

lèles; elle est d'autant plus faible que 

' la direcliyn de la force est moins mo- 

" difife- 

Supposons les foi-ces P et Q verticales; 
leur résultante verticale aP est appliquée 
au centre de la poulie (/ig- i33) dont 
nous iîgurons l'aKC fixe avec un rajoB 
inférieur à celui de l'œil. La réaclioa dÈ 
l'axe fixe contre la surface de l'œil est 
une force égale et de signe contraire ils 
pression totale; s'il n'y a pas frottement 
cette réaction est normale à la surface de l'œil et passe pari 
centre : le contact, entre l'uxe et l'œil, a donc lieu en a si! 
ta verticale du centre de l'axe. Le centre de l'œil est surced 
même verticale et par suite il est fixe. 

a° Avec frottement. — Nous nous bornerons au cas où. 
et Q sont verticales. Appelons y l'angle de frottement de l'« 
sur l'axe et, en supposant la résistance Q donnée, cherclioi 
quelle est la valeur limite P qu'il faut donner à la puissant 
pour que la poulie soil sur le point de tourner; à ce mome 
la réaction R des surfaces qui frottent fait avec la normi 
commune un angle égal à l'angle <s de frottement ; elle n'4 
plus normale à la surface de l'œil; mais, comme elle di 
toujours être verticale pour équilibrer les deux forces P et 1 
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lI (le contact a ne reste pas sur la verticale du point O, 

ansporte dans le sens du mouvement de la poulie, en 6, 

réaction R fait avec la normale hn à la surface de l'œil 

^le <p en sens contraire du mouvement qui tend à se 

re (y?^. i34). 

: entre de l'œil reste fixe et la résultante des forces P 

oit passer par le point d^ où la réaction R coupe la 

AB. 

r qu'il y ait équilibre, il faut (|ue la résultante des 

Fig. i34. 
R 




P et Q passe par le point rf, c'est-à-dire que là somme 

)ments des forces P et Q par rapport à ce point d 

ille. Appelons r le rayon de l'œil et R celui de la 

; on a 

Od = r sincp 



suite 



s'écrit 



P(R — rsincp) = Q(R-4- rsincp), 



P = Q 



I -h -, sin© 
R 



ï- p sincp 



R 



)t la limite que doit légèrement dépasser P pour que le 
e entre en mouvement; on voit que cette limite P de 
sance doit être supérieure à la résistance; la difFé- 
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renée est 

— sin? 
P — Q = Q — 



I— ^ sinç 



R 

Pour la diminuer, il faut : 

1* Diminuer le rapport =r> c'est-à-dire construire une 

poulie de grand rayon, en Té vidant, au besoin, pour dimi- 
nuer son poids et la faire tourner sur un axe de faible 
rayon. 

2** Diminuer ^, ce à quoi Ton arrive en lubrifiant à l'aide 
de corps gras les surfaces de l'axe et de l'œil qui sont en 
contact. 

Pour qu'il y ait équilibre quand P est supposé supérieur 
ou égal à Q il faut et il suffit que P soit inférieur ou égal à 
la limite (i). Si l'on supposait P inférieur à Q, la poulie ten- 
drait à tourner dans l'autre sens, mais elle resterait en équi- 
libre, tant que Q ne dépasserait pas une certaine limite 

r 

I -h ô smo 

(.) F — ^— 

I — 77 sins 
R 

Il j a donc équilibre entre ces deux limites et les conditions 
d'équilibre sont en définitive exprimées par des inégalités. 

127. Poulie mobile. — La poulie repose par sa gorge 
sur une corde, dont une extrémité est liée à un point fixe A, 
l'autre, B, étant tirée par une force P, la puissance {^fig- i35). 
Le fardeau, qui constitue la résistance, est attaché à la chape 
et j)eut être figuré par une force Q appliquée au centré de 
la poulie. 

La réaction du point fixe A sur la corde est une tension T 
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dirigée suivant A| A {fig. i36), l'équilibre doit donc avoir 
lieu entre ces trois forces P, T et R que l'on peut supposer 




appliquées en A, B et O; il faut pour cela qu'elles soient 
dans un même plan, qu'elles concourent en un même pointel 




s'y fassent équilil)re. La résistance Q doit donc être dans le 
plan de ta poulie; les forces P et T doivent se rencontrer en 



un poinl M sur OQ; elles fonl donc des angles égau: 
celle droite tl, comme leur résullanle doit être égale < 
opposée l'i Q, qui esl dirigée suivant la bisseclrice A 
l'angle lîMA, il en résulte que l'on doit avoir P =T; la lensioi 
est donc la même tout le long de la corde. ■ 

Si l'on appelle sot l'angle des cordes, on a donc, comi 
dans le calcul de la pression totale sur l'axe de la pou 
tixe, 



Quand on lire sur la corde B, la poulie s'élève, a augment 
U puissance augmente également, el il faudrait une pui 
sancc théoriquement inlinie pour amener la poulie à repose 
Dur une corde tendue borisoiilalemenl. On doit donc cberclK 
i s'éloigner, autant que possible, de ce cas limite si désavai 
tagcux; si, au contraire, les cordes sont parallèles et veiti 
cales, on a 

U puissance est moitié du fardeau à soulever. 

1^. Combinaison de poulies. — On peut combiner di 
poulies lixes et des poulies mobiles; on obtient ainsi di 
appareils qui peuvent élever de très lourds fardeaux : 

1° Pr«miÂi« combinaison. — Le fardeau est attaché à u 
prvmit^n* [«mlie mtjbilc A. dont la corde est fixée par un bc 
A un point tixe a et par l'autre bout à la chape d'une deuxïii 
poulie mobile B {^g- ' ^7 ^ 1"' **' * ^^ ^^^ embrassée p 
tta<r ct)rde dont une exU^'mité b esl fixe, tandis que l'antre ( 
«Itachi^ ù la <rba)>e d'une tixiisi^ote poulie mobile C, et m 
de suite ju&qu'à ce qti'cnfiu la corde d'une dernière poi 
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mobile vienne passer sur# une poulie fixe de renvoi servant 
à transmettre Teffort dans la direction de la puissance P. 

Fig. 137. 




D'après la théorie de la poulie, la tension de chaque cordon 
qui. soutient A est 



or cette tension joue le rôle de résistance pour la poulie 
suivante et par suite la tension des cordons de la deuxième 
poulie est 

T-Ii = 2 = ^ 

et ainsi de suite ; la tension du /i**"* cordon étant la puissance P, 
on aura 

a" 



Sî donc n est le Dombre des poulies, le rapport de la 
lance à la puissance est 2". 

2" Hoofles. — Les moufles sonl formées de deux systà 
«le poulies réunies en nombre égal dans une même chi 
l'une des chapes est fixe et l'ensemble de ses poulies const 
[ ta moufle fixe, l'autre est mobile et soutient les poulies. 



r forment la moufle mobile. La résistance est attachée 
ï moufle mobile; la corde unique, attachée au bas de la c 
, fixe, s'enroule ensuite alternativement sur une pouti 
I mouUc mobile et sur une poulie de la moufle fixe poi 
. terminer par le garant, où est attachée la puissant 
ifig. ,38). 

Comme il n'y a qu'un cordon, la tension est la mêmi 



aSÎ 
s les courants el égale à P ; l'une quelconque des poulies 
Idonc soUicilée par deux forces parallèles et égales à H qu^ 
nent.une résultante 3 P que l'on peut supposer appliquéai 
I son centre, c'est-à-dire à la chape. Si l'on appelle 

bre des poulies montées sur la chape mobile, le nombre^ 
Il cordons est a n et la chape mobile sera sollicitée par une 
Ice anP; l'équilibre aura lieu si 
= Q. 

Le rapport entre la résislance et la puissance est égal am 
double du nombre des poulies de la mouQe mobile ou auu 
nombre an des cordons qui embrassent les poulies. 

3" Palan. — Les poulies placées les unes au-dessous des 
autres forment un appareil de grande longueur; aussi prt 

Kig. (39- 



rre-t-on le plus souvent monter les poulies de chaque moufleJ 

teetniobile, sur un même axe. La/iff. iSg fait comprendre 

I dispositif dont la théorie est d'ailleurs identique à la pré-4 

nte. 



129. Cas où ces machines sont mises en mouveme 
tles forces étant supposées en équilibre à chaque insta 

' Mouvement sans frottement. — Les machines que tu 
. d'étudier sont des sjslt^mes matériels, assujetti 
tames lîiiisons, sur lesquels on fait agir deux, forces, 
■puissance P el la résisUnce Q, appliquées respectivemen 
Bdeux points matériels A cl B de la machine. 

En supposant qu'il n'y ail pas de frollement, nous avo 
Uonué les condition.s nécessaires et suffisantes qui doivei 
P^ans chaque portion de la machine, lier P et Q pour que 
machine soit en équilibre dans cette ]>ositîon. Mais, à l'eiu 
^tion des balances, les machines servent rarement à I'^ 
vd'équilibre : on les uiihse à l'état de mouvement | 
e certaines résistances. 
C'est en se plaçant à ce point de vue qu'on est condi 
^Bux considérations suivanles. 

Imaginons qu'il n'y ail pas de frottement et que la maci 
e melle en mouvemenl, ce qui arrivera évidemment si 
Bdonne pendant un court instant à la puissance une valeur) 

■ peu supérieure à la valeur P qui convient à l'équilibre : 
Wtois la machine lancée, nous supposerons que, dans chaqi 
^position considérée, P et Q remplissent les condilious d'éql 

■ libre. Appelons V la vitesse que possède le point matériel 
iftù est appliquée la puissance P, ei W la vitesse du pâ 

BjDatériel B où est appliquée la résistance Q; enfm appela 
l(P, V) et (Q, W) les angles respectifs de P avec V el de 
!*veq W (Jîg. i4o). 

On a. alors le théorème général suivant : 

Si les conditions de Vêquilibre sans frottement so. 
'emplies, on a à chaque instant, 

PVcos(Pj V)+ QWcos(Q,\V) = o. 
Celte relation fondamentale, que l'on peut vérifier po 
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haque machine, rattache ainsi à un principe unique les con- 
litions de fonctionnement des machines sans frottement. 

Avant de faire cette vérification nous mettrons la rela- 
ion (i) sous deux autres formes équivalentes. 

I® Appelons Vp la projection de la vitesse V du point 

Fi g. i4o. 





matériel A sur la puissance P et de même Wq la projection 
de W sur Q : on a 

Vp = V cos(P,V), 
Wtt=Wcos(Q,W); 

donc la relation (i) peut s'écrire 

(a) PVpH-QW^=o, 



ou 

(3) 



P 

Q 



Wi 



Cette relation montre immédiatement que Vp et Wq sont 
de signes contraires : ainsi dans la fig, i4o Vp est positif 
ciWq négatif. En outre, on peut énoncer la relation (3) 
Comme il suit : 

&i les conditions d^équilibre sans frottement sont rem- 
plies, le rapport de la puissance à la résistance est égal 
Qtt rapport inverse des vitesses des points d^ application de 
ta puissance et de la résistance estimées respectivement 
Suivant les directions de ces deux forces. 
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C'est ce fait général que l'on énonce sous une forme con< 
en disant.: 

Ce qu ^on gagne en force on le perd en vitesse. 

2° On* peut obtenir une forme purement géométrique 

la relation fondamentale (i) et (2) de la façon suivan 

» 
Supposons que, pendant le temps très court Lt la machi 

subisse un déplacement très petit amenant A en A' et B en 

{fig' ï4o)- Alors la vitesse V est en grandeur, direction 

sens, la limite de — - quand A^ tend vers zéro, et Vp est j 

/ » A / \ 

limite de ^ — â/ ' ^^ appelant (AA')p la projection de A^ 

sur P : de même W est la limite de -— et Wq la limit 

de ^ ,, ^ • Il en résulte que -,;^ est la limite de rrrrr* ^^ ^ 
Ai ^ (V)p (AA)p. ■ 

relation (3) s'écrit sous la nouvelle forme 
(4) _=_l,m--^-^-«. 

On peut donc dire aussi : 

Ce qu'on gagne en force on le perd en chemin paT- 
couru. 

Remarque. — Les propositions précédentes sont générales, 
Dans la pratique, il arrive ordinairement que pour utiliser li 
puissance tout entière, c'est-à-dire ppur rendre maximum l 

terme 

• PVcos(P,V), 

on la dirige dans le sens même de V, alors le cosinus deviei 

égal à I . 

Si en outre Q est dirigé en sens contraire de W, on 

cos(Q, W) = — I et la relation fondamentale prend la forr 

simple 

PV — QW = o 
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■ 

P .. BB' 

:'est ce qui arrive par exemple pour le treuil. 

Treuil. — Le treuil (n** 120) est un corps solide mobile 
auteur d'un axe fixe et sollicité par deux forces P et Q appli- 
quées en des points A et B. Ces forces sont dans des plans 
perpendiculaires à l'axe et sont en outre perpendiculaires aux 
rayons CA et DB aboutissant aux deux points d'application. 

Pour qu'il y ait équilibre il faut et il suffît que la somme 
des moments des deux forces par rapport à l'axe soit nulle. 
Supposons cette condition remplie et faisons tourner le treuil 
avec une vitesse angulaire co de façon que la vitesse V du 
point A soit dans le sens de P et, par suite, la vitesse W de B 
en sens contraire de Q. Comme les points A et B décrivent 
avec la vitesse angulaire u) des cercles perpendiculaires à l'axe 
ayant pour rayons CA = R etDB = r, on a (n° 129) V=:R(i), 
W=z,-tO, cos(P,V) = -4-i, cos(Q, W)=:-I. 

La quantité (i) devient donc 

PVcos(P,V)4-QWcos(Q, W) = w(P.R — Q.r) 

= w(Mom. P-+- Mom. Q) 

en appelant Mom. P et Mom. Q les moments des for«es P 
et Q par rapport à l'axe. 

On voit que cette quantité est nulle quand les forces se 
font équilibre. 

Par exemple, supposons qu'il faille avec un treuil élever un 
Doids de loo''^ suspendu à une corde enroulée sur le treuil. 
Si la puissance P est dix fois plus loin de l'axe que la 
•ésistance Q= 100^^, on pourra avec une puissance de lo'^s 
eulement équilibrer Q. Mais quand le treuil fonctionne, 
)Our que le fardeau s'élève de i™, il faut que le point 
l'application de la puissance parcoure un chemin de io"\ 
AC. 17 



puistjii'ù cliaqtic iosUinl la vitesse du pniui A est dix f( 
[iliis gruinU' que telle du puint B. 

Corps solide mobile autour d'un axe fixe et sollicité ; 
deux forces situées d'une façon quelconque. — Soit un sol 
mobile autour d'ua axe Os. Considérons une force Pa| 
cjuée en un point A de ce corps (/î^. i4i)- Faisons tourner 
l'orps avec une vitesse angulaire (o, nous allons montrer qu* 

Pig. M.. 




a, dans tous les cas, PVcos(l*, V) = wMoni.P, où Mot», 
désigne le moment de P par rapport à l'axe O^. 

Su|)posons, pour fixer les idées, u positif : le point A 
(rorps décrit en tournant une portion de circonférence do 
le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre C est 8 
l'axe. La vitesse V de ce point est tangente à cette circoa 
rence dans le sens positif des rotations et doanc'e par 



Déiuniposons 1' en trois composantes rectangulaires 
/j,, P2 dirigées res|iectivenicnt suivant la direction V* d# 
vitesse, suivant la parallèle AE à l'axe et suivant le rayon Ç 
Appelons en particulier p la valeur algébrique de la ff 
mii^re couiposaule estimée positivement dans le sens de 
on écrivant que la projection de P sur V est égale à la somi 
des projections des trois composantes, on a 

l'cos(P.V) = p, 
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car les projections de/? j e\. p^ sur V sont nulles. Donc 

PVcos(P, V) = w./?.GA. 

Mlàis le moment de P par rapport à Taxe est égal à la somnve^ 
des moments des trois composantes/?, Pi, P2 ' les compo** 
santés /?< et /?2 étant dans un même plan avec l'axe OMt dcsc 
moments nuls, et Ton a 

Mom. P = />.CA. 

Donc enfin 

PV cos(P, V) = w Mom. P. 

Cela posé, imaginons qu'on fasse agir une deuxième force Q 
sur le corps solide, cette force étant appliquée en un point^B :■ 
quand le corps tourne, ce point B prend une certaine, vi*-* 
tesse W et l'on a de même 

QWcos(Q,W) = a)Mom.Q. 
Donc 

(i) PVcos(P, V)-t-Q\Vcos(Q,\V) = a)(Mom.P-hMom.Q). 

Pour que les deux forces se fassent équilibre, il faut et il 

suffit que 

Mom.P -h Mom.Q — o; 

■ 

la quantité (i) est donc nulle, quand les forces considérées 
se font équilibre. 

Levier. — Le levier est un solide mobile autour d'un point 
fixe O sollicité par deux forces P et Q. On peut lui imprimer 
un mouvement quelconque laissant le point O fixe. Pour 
cela, il suffît, par exemple, de le faire tourner avec une vi-- 
tesse angulaire w autour d'un axe quelconque Oz issu deO.. 

Dans ce mouvement, on a, d'après ce qui précède, 

(i) PV cos ( P, V) -f- QW cos( Q, W) =^ (d( Mom. P -h Mom. Q ), 
les moments étant pris par rapport à l'axe choisi Oz. 
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Si les forces P et Q se font équilibre, elles ont une résul- 
tante passant par le point fixe; la somme de leurs moments 
par rapport à l'axe Oz étant égale au moment de cette résul- 
tante est nulle, car la résultante rencontre Taxe en O. La 
quantité (i) est donc nulle pour tous les mouvements que 
peut prendre le levier. 

Si, en particulier, on fait tourner le levier autour d'un 
axe Oz perpendiculaire au plan du point O et des deux forces, 
la vérification est immédiate : elle est identique à celle qu'on 
a faite pour le treuil. 

Poulies. Moufles. — Dans les combinaisons de poulies 
<|uc nous avons étudiées la même proposition est facile à 
retrou\er; dans la première combinaison, si la poulie A et, 
par suite, le point d'application de la résistance Q s'élèvent 
de h, la poulie B s'est élevée de i/i; en effet, si le centre est 
passé de O en O' (Jig- i4^')j td <|"e 00'= h, la corde est 




passée delà position aC/nDB à la position aC'/?i'D'B', a 
étant fixe; la longueur comprise entre « et B a donc diminué 
de CC'H-DD'=2/i et comme la longueur totale de corde 
n'a pas changé, le point B s'est élevé de BB'= 2/1, 

La poulie C s'est alors élevée de 'À^'ih) •= 'l'^li et la poulie 
de rang n de 2"/z; le point d'application delà puissance a 
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donc décrit un chemin 2" A; l'appareil permet de vaincre 
une résistance 2" fois plus grande que la puissance employée, 
mais à condition que le point d'application de la puissance 
parcoure un chemin 2" fois plus grand que celui parcouru 
par le point d'application de la résistance. 

Dans les deux autres combinaisons, si la résistance s'élève 
de A, chacun des 2 n cordons parallèles est diminué de A, et 
par suite le point d'application de la puissance est déplacé 
de 2nA; ici encore, ce qu'on a gagné en force on le perd en 
chemin parcouru. 

2" Mouvement avec frottement. Frottement dans la poulie. 
— La proposition précédente n'est exacte que si l'on fait 
abstraction du frottement et, pratiquement, on gagne moins 
en. force qu'on ne perd en chemin parcouru; prenons pour 
le démonlrer l'exemple de la poulie O fixe, la puissance et la 
résistance étant verticales. Ces deux forces sont égales s'il y a 

Fig. 143. 




équilibre; de plus, si le point B vient en B', A vient en A' et 
les déplacements sont évidemment égaux {Jig* i43), on a 

AA'=BB', 

les forces étant égales, les déplacements le sont aussi. 

Qu'arrivera-t-il, s'il y a frottement? Nous avons démontré 
que, pour que le système soit sur le point de se mouvoir dans 
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le b«ns Je P, le froltemeut exige que la puissance soil nota- 
Ulement plus grande que la résistance. La poulie éUnt. stip- 
fHigëc mise en mouvement et animt^e d'un mouvetnen) uni- 
furjnc, à un dëplacemunL BB* de la ri^sislance correspomlra on 
dé)>lacemeiiL<''g^il AA' de la puissance; ainsi les déplacements 
M)Ut ëgau\, cl cfpondani la puissance est plus grande que | 
la ré&islance. i 

Frottement en général. — Si une machine sans t-ottcment 
doll vaincre une résisUnce Q donnée, il faut que la puis- 
sance dépasse légèrement la \aleur P qui assure l'équilibre 
et alors, la luactiine étant en mouvement, on a 

PV cos( F', VI = - QW ciis( Q, \V). 

Wats s'il y a frottement, la valeur P, qu'il faut donner à U 
puissance pour que ta machine soit animée d'un mouvement 
uniforme est notablement supéi-îeure à la valeur P qui assure- 
rail le mouvement uniforme s'il n'j avait pas frottement; 
cela tient à ce qu'il faut vaincre non seulement la résistance, 
mais aussi les forces de frottement; on a alors 

P>> P, 

et comme l'angle {P, V) ou (P,, V) est aigu et même aussi 
voisin de zéro que possible, on a alors 

1% V cos( P,, V ) >— QW cos( Q, W). 

Ainsi en prenant le cas le plus simple où V est dans le sens 
de P, et W en sens contraire de Q, on aura 

f,V>Q\V 
et 

P, X AA'>Q>c BB'. 

La différence P, X AA' — Q x iîB' est donc une qnantitf 
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positive et constitue une perte due au frottement. Or, on 
observe que les tourillons de la machine s'échauffent pen- 
dant qu'elle tourne et il semble naturel, à première vue, de 
lier ces phénomènes par une relation de cause à effet et de 
penser que la nature récupère la perte faite sous forme de 
chaleur; hypothèse que les expériences de Joule, en particu- 
lier, sur le dégagement de chaleur par le frottement sont 
venues pleinement justifier. 



FIN. 



NOTATIONS EMPLOYÉES POUR LES DÉRIVÉES. 



Le programme n'imposant aucune notation pour les dérivées, 
nous avons, pour désigner les dérivées successives d'une fonction 
y =y(ir) de la variable x^ employé simultanément les notations 

pour désigner la dérivée première de^ par rapport à ^r, 

pour désigner la dérivée seconde de y par rapport k x, .... 
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